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NOTE  SUR  LES  FONCTIONS  DE  BERNOULLI 

(Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  F,  Gomes  Teixeira) 


PAR 


NiELS    NiELSEN 
Professeur  à  Copenhague 


.  .  .   Soient 

B1B2B3...  B,... 

les  nombres  de  Bernouli.i,  nous  définissons,  pour  n^2,  les  fon- 
ctions  cc„(«)  de  Bernoulli  comme  suit: 


(I)     -M-)-^'  '  '       '■""'      -'-^  ^"'^'""' 


/i !    '    2     (n  —  1} !      ^tí  (2'-) !  (n  —  2r)  ! 
de  plus,  nous  posons  particulièrement 

(2)  cpi  {x)  =  xi-j,     'f o {x)=í  . 

De  ces  définitions  nous  trouvons  iinmédiatement  la  formule 
suivante 

(3)  cp'„  (a;)  -=  cp„_i  (x) ; 

de  plus,  il  est  bien  connu  que  les  fonctions  (p„  (x)  salisfont  a 
Péquation  aux  diíFérences  finies 

(i)  cpn  (x)  -  'f„_i  {x-  1)  =  ^n_iy^  ' 


et  que  cellc  équation,  supplée  avec  la  valeur  de  'f „  (0)  tirée  des 
déíinitions  susdites,  délerniine  parfaitement  les  polynomes  'f  „  (a;). 
Combinons  encore  les  formules  (1)  el  (4),  iious  aurons 


(5)      '^„{x—l) 


c'est-a  dire  que  nous  obleuons  rexpression  de  'f„{x — 1)  de 
celle  de  'f,,  (íc)  en  y  changeant  siniplenient  le  signe  du  terme 
qui  conlient  la  puissance  x''~^. 

Considérons  ensuite  cetle  autre  équation  aux  differences  finies 

(6)  f(,v)-f{x-\)^ò(x) 

oíi  ^  (x)  designe  un  polynome  entier  de  x,  posons 

le  polynome  le  plus  general  qui  satisfait  h  Téquation  (6)  se  pre- 
sente sous  la  forme 

(7)  f{x)  =  ao '-pn  (x)  +  ai  cp„_i  {x)+.  .  .-\-  a„_i  tpi  (a;)  +  G , 

oú  C  designe  une  constante  arbitraire. 

Cela  pose,  combinoiís  les  formules  (3)  et  (7),  nous  aurons 
immédiatenient  la  proposition  suivante : 

I.  Sott  f{x)  un  polynome  quelconque  qui  satisfait  a  l' équation 
aux  differences  finies  (G),  le  polynome  le  plus  general  qui  satisfait 
a  cette  équation  analogue 

(8)  F{x)-¥(x-\)  =  'y{x) 
se  presente  sous  la  forme 

(9)  Y{x)  =  f{x)^C, 

oú  C  designe  une  constante  arbitraire. 

Dans  un  Mémoire  publié  séparément  Edouard  Lucas  a  de- 
monlré  une  identité  de  la  forme 

(10)  ':^i,{x)  =  %,{x'-  +  x). 


ou  *,í  (aj)  designe  un  poljnome  enlier  du  degré  n  par  rapport 
à  X. 

.rignore  coinmeiít  Lucas  a  déinonlré  la  formule  (10);  mais 
une  demonstra' ion  três  siniple  peut  élre  trouvée  si  nous  reniar- 
quons  (jue  la  fonction  'fan  (/O  ^^^  intimément  liée  avec  la  somnie 

(11)  r2n-l_^22«-H-32"     1-f  ...-f^2.,-l^ 

ofi  n  et  p  désignent  deux  positifs  entiers.  Appliquons  ensuite 
des  formules  três  élémentaires  concernant  les  sommes  (11)  dé- 
veloppées  par  MM.  Stern  et  Lampe,  nous  retrouvons  sans  peine 
ridentité  (10)  de  Llcas. 

Cependant,  nous  trouvons  une  autre  démonstration  três 
simple  et  purement  analytique  si  nous  appliquons  le  lemme 
suivant: 

II.  Soit  f(x)  un  polynome  entier  quelconque ,  il  existe  toujours 
un  autre  polynome  entier  F  (a?),  de  sorte  que 

(12)  /(2íe+  [)f{x'^-^x)dx^--¥{x^-^x)-yC\ 

de  plus,  il  existe  encore  un  polynoine  ejitier  Fi  (x)  de  sorte  que 

(13)  J f{x''--\-x)dx  =  {1x+  1)F,  (íc2  +  a;)  +  C. 

Fitt  eíFet,  diíTérentions  par  rapport  à  x  la  formule  (12),  il  en 
resulte 

(2a;  +  1 )  f{x-^  +  X)  =  (2a;  +  1 )  F'  (a;^  -[-  x) ; 

c'est-a-dire  qu'il  faut  admeltre 

(14)  r{x)  =  f{x). 

Quant  a  la  formule  (13),  nous  aurons  de  mème 

/  (íc2  +  íc)  -  2  Fi  {x^  +  ík)  +  (-iíc^  +  4a;  +  1)  F'i  (a;^  -!-  x)  , 

de  sorte  que  nous  avons  à  délerminer  le  polynome  entier 
^  =  Fi  (x)  qui  satisfait  k  Téquation  diíTérentielle 

{ix^\)lf'^'ly  =  f{x). 

Or  posons   comme  ordinairement  y  =  uv,  puis   déterminons 


les  deux  fonctions  inconnues  u  et  v,  de  sorte  que 

(4a;  +  1)  v'  H-  2v  =  O  ,     {\x  -}-  \)vu'  =  f{x) , 
nous  aurons,  pour  le  polynonie  chcrché  Fi  (oj),  cette  expression 

1  r  f{x)  dx 


('^^  '*'^)=7ífe-/- 


car  la  condition  que  Fj  (íc)  doit  être  un  polynome  entier  n'est 
remplie  que  si  nous  íaisons  disparaitre  la  constante  d'intégra- 
tion. 

Intégrons  maintenant  par  parties,  nous  aurons,  en  vertu  de  (1 5) 

une  autre  expression  explicite  de  Fi  (o?)  peut  étre  obtenue  à  Taide 
de  la  transformation 

4£C+  1  =  ?/- , 
ce  qui  donnera 

/#fT-V'(í-|)'- 

d'oú,  en  vertu  de  la  séiie  de  Taylor 

pour  notre  polynome  ch^crché,  cette  autre  expression 

1 


Or,  ce  lemnie  démontré,  nous  aurons,  en  vertu  de  la  for- 
mule (3)  combinée  avec  les  valcurs  initiales  (2)  des  fonctions 
'^„(a;),  et  en  appliquant  la  conclusion  ordinaire  de  n  à  vi  +  l  ce 
théorème  general : 

III.    Les   fonctions   de  Beunoulu  saltsfont   aux   conditions   sui- 
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vantes 

(18)  cp2,.H  =  «I>„(aj2  +  £c),     cp.),HiH  =  (2£C+l)»I^„(aj2  +  a;), 

oú  <í'„(í»)  et  ^n  (íc)  ^OJ?í  c/eux  polynomes  enfiers   du   degrê  n  par 
rapport  a  x,  unis  par  la  relation 

(19)  '¥.n-i{x)=^<í>'n{x). 

Voyez  la  démonstralion  complete  et  lextension  du  théorème 
de  Lucas  ;  cependant  je  n'ai  pas  réussi  h  donner  une  expression 
simple  du  polynome  <!>„  ix). 


Pour  généraliser  le  théorònie  de  Lucas,  je  me  suis  proposé 
de  déterminer  tous  les  polynomes  entiers 

(20)  /(£e)-«'oí«''  +  «ia;«-i+..  .  +  «„_iíc  +  a„ 
qui  satisfont  a  la  condition 

(21)  f{x)=^\\x^^x) 

(22)  t\x)  =  (2íc  ^-  I )  F  (íc2  +  a?)  , 

selon  que  n  soit  pair  ou  impair;  F(íc)  designe  un  polynome 
entier  de  x. 

Les  résultats  que  je  viens  d'oblenir  pour  ces  polynomes  me 
semblent  dignes  de  remarque,  parce  qu'ils  sont  des  générali- 
sations  directes  des  résultats  connus  pour  les  polynomes  de 
Bernoulli. 

Quant  aux  conditions  susdites,  remarquons  tout  d'abord 
qu'elles  entrainent  cette  autre 

(23)  f{x)  =  {-\Yf{-x-\). 

et  que  cette  dernière  condition  équivaut  aux  deux  precedentes. 
Appliquons  ensuite  la  série  de  Taylor,  nous  aurons 

sd)  {n-s)\ 

ce  qui  donnera,  en  vertu  de  (20),  ces  conditions  sufiís^ntes  et 


neccssaires 


Or,  il  saute  aux  yeiix  que  les  équalions  (24)  iie  sont  pas 
indépendantcs  entre  elles  et  qu'elles  sont  du  reste  assez  com- 
pliquées. 

Etudions  niaintenant  d'un  autre  point  de  vue  la  question  qui 
nous  occupe,  nous  aurons,  cn  vertu  de  lidenlité  evidente 

cet  autre  développenient  en  série  de  Taylor 


....  /■<-"  (-4)  /    I 


puis  appliquons  lautre  identité  evidente 

nous  aurons  généralemeut,  p  étant  un  positif  enlier:    » 

(26)  {x-^^y=^,{x^^x),      (x-\-^Y^'={'lx+\)h,{x'''-^rx), 

oíi  gp{x)  et  hp{x)  sont  des  polynomes  entiers  de  x  du  degré  p. 
Cela  pose,  nous  aurons  le  théorème  suivant: 

IV.  Ún  polynome  entier  quelconque  f{x)  se  presente  sous  la  forme 

(2  7 )  /■  [x)  =  *  (a-2  -^x)-r(2x-\-  l)  H*  {x^  +  x) , 

oú  *  (x)  et  T  (a;)  désigneiit  deux  polynomes  entiers  de  x. 

Conibinons  ensuite  les  deux  formules  (25)  et  (26),  nous  au- 
rons immédialenient  la  proposition  suivantc: 

V.  La    condition   suffisun/e   et  nécessaire  pour  que  le  polynome 
quelconque  (20)  satisfasse  a  une  des  deux  condilions  (21)  ou  (22)  est 


(28)  /•(«-2í)^_i.^  =  0,     0^^^ 


n—\ 
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Cependant,  ces  conditions  rlaut  assez  coi))pliquées  aussi,  nous 
avens  à  appliquer  les  formules  (6)  et  (7),  ce  qui  nous  donnera 
le  iheorènie  suivant: 

VI,  La  condition  suffixante  et  nicessnire  pour  que  f(x)  saítsfasse 
h  une  des  deux  conditions  (21)  ou  (22)  esf  que  le  polynovie  <^{x) 
qui  figure  dans  Icqualiun  aux  diferences  fimes  correspondante  (6) 
est  respeclivement  une  fonction  impaire  ou  paire  de  x. 

Eli  eíFet,  supposons  que  dans  (6)  cjj  (x)  soit  ou  paire  ou  im- 
paire, la  íorniule  correspondante  (7)  se  presente  sous  cette 
forme 

(2 9)  f[x)  =  «o  '-p,,  {X)  -^  «1  '^„_2  ix)  H^  a-2  cp„  _4  (a?)  +  .  .  .  ; 

c'est-à-dire  que  la  condition  susdite  est  certainement  suffisamte. 
Pour   démontrer   maintenant   que  notre  condition  est  néces- 
saire   aussi,    nous    changeons    dans    Téquation    aux    dilFérences 
finies  (6)  le  signe  de  a?,  ce  qui  donnera 

(30)  /•(_a,.)_/-(_^_l)=.,^(_^). 

Supposons  maintenant  que  f\x)  satisfasse  a  la  condition  (21), 
nous  aurons  en  additionnant  les  deux  formules  (6)  et  (30) 

K^)  +  ^|  {-x)  =  [f{x)~f{-x-  1))  +  if{-x)-f{x-\))^Q; 

c'est-h-dire  que  "^{x)  est  dans  ce  cas  une  fonction  impaire. 

Supposons  ensuite  que  f{x)  satisfasse  à  la  condition  (22),  nous 
aurons  en  soustrayant  les  formules  (6)  et  (30) 

'}^{x)~'}^{-x)  =  {t'{x)  +  f{-x-\))~-[f{-x)-\-f{x-\)):^^; 

c'est-a-dire  que  ^{x)  est  dans  ce  cas  une  fonction  paire. 

Cela  pose,  introduisons  dans  (29)  les  expresssions  des  fon- 
ctions  de  Bernoulli  qui  y  figurent,  nous  aurons  pour  les  coeffi- 
cientes  Up  figurant  dans  la  définition  (20)  de  f{x)  les  expressions 
suivantes 

1 


(32)     ^^^P+^=^'^,,_^p_yy_^     «,  =  2.(n-2/,-l)!«2,+  i 

(32)  oy  ^  ^-  (ap  + 1^^  B, «,_,)  •, 

dans  (32)  il  íaut  admettre  ^^  1  ;  pour  p^O  nous  aurons  par- 


12 


ticulièrement 

cto        2 
(33V  ao= — -  =  —  ai. 

Eliniinons  ensuitc  entre  les  formules  ainsi  obtenues  les  coeffi- 
cients  a^,  il  en  resulte  la  formule  générale 

OU  il  faut  admetlre 

(3õ)  i<p<^. 


de  sorte  que  nous  venons  de  démontrer  le  théorème  suivant: 
\'II.  Dans  un  polynome  enlier  quelconque 

(3 6)  f{x)  =  «o  «"  +  «I  a;"~*  +  •  .  •  +  ««-i  «  +  <?« 

qui  satisfait  a  une  des  conditions  (21)  ou  (22)  les  coefjicients  a 
Índice  impair,  savoir  les  «â^-^i,  peuvent  êlre  choisis  arbitrairement , 
tandis  que  les  coefjicients  à  Índice  pair,  savoir  les  a^,  se  détermi- 
nent  a  1'aide  des  deux  formules  (33)  et  (34);  dans  le  cas  ou  n  est 
un  nombre  pair,  le  dernier  coefficient  a„  peut  êlre  choisi  arbitrai- 
rement aussi.  Ces  conditions  so7it  à  la  fois  suffisantes  et  nécessaires. 
Posons  dans  (36)  pour  abréger 

(  A„  (x)  =  «o  X"     -f  «2  íc"~-  +  «'4  íc"-'^  + .  .  . 
(37) 

(  B„  (a;)  =  <7i  íc"-*  +  a-i  íc«-3  +  a^  íc»-^  +.  .  . 

nous  aurons 

(38)  f{x)  =  kn{x)^^n{x), 

et  la  fonction  B„(£c)  determine  parfaitement  le  polynome  f{x), 
abstraclion  faite  d'une  constante  additive,  si  n  est  supposé  pair; 
(•'est  pourquoi  nous  désignons  B„(£d)  comme  la  fonction  deter- 
minante du  polynome  f{x). 

Combinons  maintenant  les  formules  (29),  (31)  et  (37),  nous 
aurons,  en  verlu  de  (6)  et  Texpression  suivante  du  polynome  '^{x)'. 

(39)  (}>  (íc)  =  2  B  (ar) , 
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la  proposition  interessante: 

VIU.  Soií  B,}  (x)  la  foncíion  dtlenninante  d'un  polynome  qui 
satisfait  a  une  cies  deux  conditwns  (21)  ou  (22),  nous  aurons 

(40)  f[x)-f\x-\)^2K{x), 
ou,  ce  qui  est  la  même  c/iose 

(41)  f{x-\)^\„(x)-K{x). 

Appliquons  ensuite  sur  Téquation  aux  diíTérences  finies  (40) 
le  théorème  I,  nous  aurons  celle  nouvelle  proposition  : 

IX.  Supposons  que  les  fonctions  dtlenninanles  B„  (a?)  tt  B„_i  (a?) 
des  deux  poli/nomes  f(x)  et  g  (x)  salisfassent  a  la  condilion 

(42)  B„_i(a;)  =  B'„(ír)-, 
nous  aurons  de  même 

(43)  g{x)  =  f{x)-\-Cn-i, 

oú   C2,n   ^5'   une   c07utanle   arbilraire,    tandis  quil  faul  admettre 

C2mfl  =  0. 

Remarquons  que  rhypothèse 

t  /^n— 1 


2    (n— 1)! 
nous  donnera  immédiatenient 

(45)  f{x)  =  ^n(x)-^Cn, 

oCi  C„  est  a  definir  de  la  mème  manière  que  dans  la  formule  (43), 
nous  verrons  que  les  deux  derniers  théorènies  sont  des  généra- 
lisations  assez  remarquables  des  formules  (3)  et  (5)  connues  pour 
les  fonctions  de  Bernoulli. 


Copenhague,  le  8  juin  1910. 


SUR  lí  LIEU  DES  POiNTS  DE  CONTACT  DOUBLE 
DES  SURFACES  DE  DEUX  SYSTÈIYIES  LINÉAIRES 


PAR 


LUCIEN  GODEAUX 
à  Liège 


11  T  a  quclques  années,  M.  Corradi.no  Minf.o  s'est  occuppé  de 
la  surface  engendrée  par  les  points  paraboliques  des  surfaces 
d'un  faisceau  (*).  En  cherchant  à  étendre  ces  recherches  aux 
variétés  algébriques  a  trois  dimensioiís,  je  suis  arrivé  à  la  pro- 
posilion  suivante,   qui  ne  me  semble  pas  dépourvue  d'intérèt. 

On  considere,  sur  une  variété  algébrique  à  trois  dimeiísions, 
deux  systèmes  linéaires  li-ipienient  infinis  de  surfaces  algébri- 
ques; on  construit  les  surfaces  lieux  des  points  ou  les  surfaces 
d'un  des  systèmes  et  les  surfaces  d'un  faisceau  de  1'autre,  ont 
un  contact  double.  Toules  les  surfaces  ainsi  obtenus  apparlien- 
ncnt  ii  un  mème  système  linéaiie,  quel  que  soit  l'ordre  dans 
Icquel  on  considere  les  systèmes  donncs. 

Comine  applicalion,  on  peut  indiqucr  une  construction  du 
système  (juadricanonique  d'une  variété  algébrique  a  trois  dimen- 
sions. 

1.  Soit  V  une  variété  algébrique  à  trois  dimensions  supposée 
dépourvue  de  singularités.  Sur  cette  variété  on  donne  deux 
systèmes  de  surfaces  |Fi|,  |Fá|,  linéaires,  triplement  infinis  et 
réguliers  (sans  points-base).  Nous  supposerons  généralement 
que  les  deux  systèmes  donnés  |  Fi  |,  |  F2  |  sont  indépcndants ; 
cependant,  dans  certains  cas,  nous  supposerons  que  Tun  des 


(•)  Sul  luogo  dei  punti  paraboUci  delle.  superficie  d'un  faseio.  Rendiconti 
dei  Circolo  Matemático  di  Palermo,  1906,  vol.  xxi,  pp.  211-217. 
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systèmes,  |Fi|,  apparlient  a  rinvolution  linéaire  co3  délerminée 
par  I  Fa  |. 

Fixons  rattention  sur  une  surface  Fi  du  premier  SYstème. 
Les  surfaces  Fs  déterniinent  sur  Vi  un  sysième  linéaire  oc3  de 
courbes  (Fi  F:^),  et  parnii  ces  courbes,  il  y  en  a  co^  qui  possè- 
dent  un  point  de  rebroussenient.  Les  surfaces  F-2  qui  découpent 
sur  la  surface  Fi  des  courbes  ayant  une  telle  singularilé  ont  un 
contact  double  avec  cetle  surface  au  point  de  rebroussenient, 
Le  lieu  de  ces  points  de  rebroussenient  est  une  cerlaine  courbe 
(Fi  Fâ),..  On  sait  que  Ton  a,  par  un  théorème  établi  à  la  fois 
par  M.M.  Paninelli  (*)  et  Boinnessen  (^), 

( 1 )  (F,  Fa),-  s  4  (Fi  F'0  +  8  (F,  F.)  , 

lF'i|  désignant  le  système  adjoint  au  systènie  |Fi|. 

Lorsque  la  surface  Fi  décrit  un  faisceau  |  Fi  |  (du  système  1  Fj  1), 
le  lieu  de  la  courbe  (Fi  F^),.  est  une  certaine  surface  *Fi  passant 
un  certain  nombre  x  de  fois  par  la  courbe  (Fi  Fj),  base  du 
faisceau  |Fi  |  considere.  On  a  ainsi 

(FiT,)  =  (FiF.),  +  ar(F,FO, 

ou,  par  la  relalion  (1), 

(Fi  H-,)  -  4  (Fi  F',)  +  X  (Fi  Fi)  +  8  {Vi  Fa) . 

Par  un  diéorème  classique  de  M.  Severi  (^),  on  en  déduit 

(2)  Ti  =  4F',i  +  ccF,  J-8F.  . 

Cherchons  à  déterniiner  la  quantité  x.  Cette  quantité  peut 
dépendre  de  caracteres  de  la  variélé  V  et  des  caracteres  des 
systèmes  linéaires  |Fi|,  iFa]. 


(•)  Sui  sistemi  lineari  triplamcnte  infiniti  di  curve  iracciati  sopra  ima  s?<- 
perficie  algébrica.  Rendiconti  dei  Circolo  Matemático  di  Palermo,  1905, 
vol.  XX,  pp.  34-48. 

{-)  Sur  les  séries  linéaires  iriplement  infinies  de  courbes  algébriques  mir 
une  surface  algébrique.  Oversigt  over  det  kgl.  J)anske  Videns  kabernea 
seiskabs  Forhandlinger,  TJOG,  pp.  281-293. 

(3)  Osservazio7ii  varie  di  Geometria  sopra  una  super jicie  algébrica  e  sopra 
una  varietá.  Atti  dei  R.  Istituto  Veneto,  1905-1906,  t.  lxv,  pp.  625-643. 
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Siipposons  en  preinier  lieu  que  le  systènie  |  F^  \  apparlient  à 
Tinvolution  détenniiiée  par  le  systènie  1 1"2  |-  Soient  m,  n-2  les 
degrés    des    sysièiues    |Fi|,    |  I^â  | ;    dans    le   cas    actuei,    on    a 

m  =  X712. 

Aux  surfaccs  F-2  du  syslènie  |  Fg  !,  faisons  correspondre  par 
une  lK)niog;raphic  Ics  plans  F-2*  d'un  espace  linéaire  a  trois  di- 
mensions  V*;  Ia  variété  V  será  ainsi  représentée  par  Tespace 
n  .upie  V*,  Aux  surfaces  Fi  (et  en  particulier  Fi)  correspondront 
des  surfaces  Fi*  (ou  Fi*)  formant  un  systènie  linéaire  |  Fi*  | 
(ou  un  faisccau  |  Vi*  |).  A  la  surface  Ti  correspondra  la  sur- 
face  Ml*  lieu  des  points  paraboliques  des  surfaces  du  fais- 
ceau  |Fi*|.  Une  surface  Fi*  est  d'ordre  k,  donc  la  surface  Mi* 
est  dordre  8(X—  1)  (*). 

Représentons  par  [xyz]  le  nonibre  de  points  communs  à 
trois  surfaees  a;,  y,  z.  La  formule  (2)  donne 

[Wi*  F2*  F-2*]  =  4  [F'i*,  Fâ*,  Fâ*]  +  X  [Fi*,  F2*,  F2*] 
+  8[F2*,F2*,F2*]. 

Par  suite,  coninie  la  surface  adjointe  à  Fi*  est  d'ord«re  X  —  4, 
on  a 

8  (X  -  1 )  =  4  ( X  -  4 )  +  >^  +  8  , 
doú  x  =  i. 

Nous  parvenons  donc  a  ce  résultat  que  si  Ton  fait  ni='K7h2 
dans 

x  =  x{ni,n-2,'Pa,Pg, .  .  .) ' 

cette  fonction  se  réduit  à  4,  quelles  que  soient  les  quantités 
(entières)  qui  y  entrent.  On  en  déduit  aisénient  que  cette  fon- 
ction est  constante  et  égale  a  quatre,  La  relation  (2)  devient 
ainsi,  que  les  systèmes  |Fi|,  |F2|  soient  indépendants  ou  non, 

(3)  M-,  =  4  F'i  +  4  F,  -f  8  F-2 , 

ou,  en  désignant  pai-  |  L  |  le  systènie  canonique  de  V, 

(4)  M-i  =  4L4-8Fi  +  8F2. 

Soit  M"2  la  suríace  obtenue  en  renversant  les  roles  des  sys- 
tèmes |Fi  |,  IFaj.  La  relation  (4)  donne 

(5)  ^\^Wi. 


(1)    MlNEO,  loC.   Cit. 


í1 


On  étcndra  les  égalités  (3),  (4)  et  (5)  aux  cas  de  systèmes 
linéaiies  pourvus  de  points-base  en  elíectuant  des  transfonna- 
tions  biratijnnelles  convenables  de  la  variété  V. 

Thkohè>ie.  —  Si  snr  une  variété  u  trois  tiimensions,  V,  on  con- 
sidere deux  syslimes  linéaires  Iripleínent  infinis  de  surfaces  algébri' 
quês,  les  surfaces  lieux  des  poÍ7its  de  contact  donhles  des  surfaces 
d\in  système  avec  les  surfaces  d'un  faisceau  de  Vaulre  système,  for- 
ment  un  même  système  linéaire,  quelque  soit  1'ordre  dans  leguei  on 
opere  sur  les  systèmes  donnés. 

2.  Gonsidérons  actuellement  sur  la  variété  V  un  système 
linéaire  quintuplement  infini  au  moins  de  surfaces  |F|.  Dans 
ce  système  choisissons  un  faisceau  |F|  et  un  système  triple- 
ment  infini  |  F  [  n'ayant  aucune  surface  en  commun.  Designons 

par  «P  le  lieu  des  points  oíi  des  surfaces  F,  F  ont  des  contacts 
doubles.  Daprès  ce  que  nous  venons  de  voir,  nous  avons 

0  =  4F'  +  4"F  +  8F, 
c'est-à-dire, 

4)  =  4F'+  12  F. 

De  cetto  formule  on  déduit 

(6)  j^-lGF]  ==|4LI. 

ThéorÈme.  —  Si  Vou  donne  sur  une  variété  a  trois  dimensions 
un  système  linéaire  de  surfaces  cc5  ou  moins,  le  système  ohtenu  en 
sommant  le  système  quadricanonique  et  seize  fois  le  système  donné, 
contient  les  surfaces  lieu  des  points  en  lesquels  une  surface  d^un 
faisceau  et  une  surface  dun  système  oc  3  choisis  dans  le  système 
donné  ont  un  contact  double, 

3.  Désignons  par  pa,  p,  n,  (o  respectivement  le  genre  arithmé- 
tique,  le  genre  de  la  courbe  commune  h  deux  surfaces,  le 
degré  et  Tinvariant  de  Castelníuovo  et  Enriques  du  système  1^1. 
Soient  /(j,  /•,  V  le  genre  arithmétique,  le  genre  et  le  degré  du 
système  |  *  |. 

La  formule  (6)  permet  d'écrire 

'•a=[*]  =  [4L]-i-[16F]  +  [4L,  1GF],(«) 


(')  Nous  représentous  lospectivcineut  par  [ccj,   [x,y]^   [x^y^z]  le  genre 
VoL.  VI  —  N."  1  2 
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d'ou  Ton  (léduit  par  iin  calcul  simple 

ra  =  4(í)i  +  o,  +  Qo)+iVa+^--'^'^-^'-^^-9^^-2.4^co- 11x65. 

De  là 

Théorème,  —  Vexpression 

-TjT  ra  —  pa  —  7 7  /J  +  95  w  +  2  CO 

esl  un  invariant  relatif  de  la  variété  V. 
De  (6),  on  déduit 

;•  =  [<i>2j  _  [(4  L)2]  +  [(16  F)2]  +  2  [4  L,  1 6  F]' 
+  2.4^  [L2,  F]  +  2.4^  [F,  F2]  -  3  . 
Par  le  calcul,  on  arrive  alois  à  Téquation 

r-:42Q,  4-42.61)0  +  44.18/;  — 43.5?i  +  43.7(o  — 3881  , 

el  Ton  en  déduit: 

TnÉonÈME.  —  L'  expression 


-^?— 7  2jy  +  80n-  7 


64 


0) 


est  un  invariani  relatif  de  la  rnricté  V. 
De  la  relation  (6),  on  tire  encore 

V  =  [(D]3  =.  43  [L3j  +  3.4^  [IJ  F]  +  3.4S  [L  F2]  +  46  [F3] , 

et  ensuite 

^  =  43  %  +  3.4-^0)  +  3.4S/J  +  4'*  n-  3.5.44  ^ 
et  enfin: 

Théorème.  — Vexpression 

V  —  3o)  —  I2p  —  n 


256 

esl  un  invariant  relatif  de  la  variété  V. 
Liège,  lOjuÍQ  1910. 


arithmétique  d'une  surface  a;,  Ic  gciire  do  la  courbe  d'Intersection  de  deux 
Burfaccs  x,  í/,  et  euíin  le  iioinbre   de  points  conimuns   aux  tiois  surfaces 


ÉSSAI  DUNE  THÉORIE  ANALYTIQUE 
DES  LIGNES  NON-EUCUDIENNES 


PAR 


GeMINIANO  PiRONDINl 

à  Rome 


(Suite) 


§  90 

Applications.  —  A  Taide  de  la  représentation  que  Ton  vient 
d'étudier,  une  foule  de  questions  coneernant  les  lignes  non- 
euclidienues  peuvent  ètre  ramenécs  h  d'aulres  questions  sur 
les  lignes  planes  ordinaires.  Voici  quelques  exemples: 

P  S'il  s'agit  de  construire,  sur  un  plan  non-euclidien,  un 
double  systènie  de  cercles  orthogonaux,  après  d'avoir  résolu  ce 
problème  sur  le  plan  euclidien,  on  fait  la  représentation  de  la 
figure  sur  le  plan  non-euclidien,  à  Taide  des  équations  (1)  ou  (!'). 

2°  La  figure  forniée  par  un  cercle,  une  transversale  OAB  et 
une  tangente  OC  issues  du  mènie  point  O,  a  pour  image  une 
figure  de  mème  nature, 

En  appelant  Oi,  Ai,  Bi,  Ci  les  iuiages  des  points  O,  A,  B,  C, 
on  a  les  relations  f§  86) 

Oi Al  =  2  tg  ^  OA  ,     OiB,  =  2  tg  ^  OB  ,     0,C,  -  2  fg ^  OC  . 

En  reniarquant  í{uc  OiA|  .  OiBi  =  OiCi",  on  obtient  d'ici  pai* 
niultiplication 

(19)       .  igioA.igAoB^tg^AoC. 
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En  faisant  lourner  la  transversale  OAB  autour  du  point  fixe  O, 

le  produit  \g  —  O  A .  tg  -^  OB  garde  évidemment  une  valeur  cons- 

tarUe  que  Toii  peut  appeler  la  puissance  du  point  O  pai-  rapport 
au  cercle. 

Dans  le  plan  lobatschewskien  Tégalité  (19)  esl  remplacée  par 
l'auHe 

(19)  ihyOA.thloB==th2yOC, 

d'oú  Ton  peut  tirer  des  conséquences  analogues. 

Z^  Si  sur  les  droites  i\  r'  issues  du  point  O  on  prend  les 
seguíents  (O A,  OB),  (O A',  OB'): 

A)  La  condition  nécessaire  et  suffisanle  pour  que  les  quatre 
points  A,  B,  A',  B'  soient  sur  mème  cercle,  est  exprimée  par 
íéqualion 

igl0A.tgÍ0B=:to|0A'.t,g-Í0B'      (dans  le  p.  r.) 

thloA.thyOB  =  thloA'.ihJ  OB'     (dans  le  p.  1.). 

B)  La  condition  nécessaire  et  siiffisante  pour  que  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABA'  touche  la  droite  /'  au  point  A',  est 
exprimée  par  lequation 

tg  -  O  A .  ig  —  OB  =  tg-2  -  OA'      (dans  le  p.  r.) 

tliyOA.th^OB^ih^^OA'      (dans  le  p.  1.)- 

Arrivés  a  ce  point,  on  peut  donner  la  nolion  à'axe  radical 
d'une  couple  de  cercles,  en  le  définissant  soit  comme  la  corde 
cotnniune  ;i  deux  cercles  décrits  sur  nièine  plan,  soit  comme  le 
licu  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  h  ces  cercles. 

On  peut  ensuite  étendre  aux  plans  non-euclidiens  la  théorie 
complete  des  axes  radicaux  et  des  centres  radicaux,  conformé- 
mcnt  ;i  ce  que  Ton  fait  dans  la  géométrie  ordinaire,  etc. 

4°  Supposons  d'av()ir  une  figure  plane  non-euclidienne,  formée 
d'une  liiçon  arbilraiic  par  dares  de  cercle  passant  par  mème 
point  P.  Si  Ton  en  fait  la  représenlation  sur  le  plan  euclidien 
i(  l'uide  des  formules  du  §  8(í,  on  obiient  une  figure  euclidienne 
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formée  elle-méme  par  d'arcs  de  cercles  passant  par  mènie. 
points  P|.  La  dépendence  niutuelle  de  ces  figures  permet  de 
déduire  los  propriétés  de  l'uno,  de  celles  de  l'autre.  Voici 
quelques  exemples  : 

La  somme  des  angles  intérieurs  du  polygòne  curviligne  non- 
euclidien,  forme  par  n  cercles  passant  par  mème  point,  est 
égale  a  2  (n  —  2)  angles  droits. 

Dans  un  triangle  curvilig^ne  non-euclidien,  íormé  par  trois 
cercles  passant  par  mème  point  P,  les  cercles  joignant  ce  point 
aux  sommets,  et  vérifiant  1'ultérieiire  condition  de  partager  les 
angles  en  deux  parties  égales,  ou  bien  détre  orthogonaux  aux 
còtés  opposés,  passent  par  mème  point etc. 

5°  Sur  le  plan  euclidien  la  déveioppante  de  cercle  de  rayon 
est  représentée  (en  coordonnées  radiales)  par  Téquation 


a 


(20)  R,=^y/«.,  +  -^. 

En  vertu  de  cetle  formule,  Téquation  (3)  donne  par  inlégra- 
tion 

4  .       /  a^ 


s  = 
a 


log-  iasi  -f  -^  +  4  j  . 
En  éliminant  S{  entre  cette  équalion  et  lautre 


/R  \                      í  \/'^'^+4"  i 
R  =  2  are  tg  [-±^  ^  2  are  tg  \^ ^ ) 


que  i'on  déduit  des  relations  (1),  on  trouve 


(21)  R  =  2arclgí|-Ví'^  -4  j  . 

Telle  est  Téquation  (en  coordonnées  radiales)  de  la  ligne 
plane  riemannienne  ayant  pour  image  la  déveioppante  de  cercle 
(20). 

Or  cette  déveioppante  est  une  trajectoire  orthogonale  des 
tangentes  ti  d'un  certain  cercle  Ci ;  et  comme  les  droites  ti  sont 
les  images  d'un  système  de  cercles  t  passant  par  le  pòle,  et  le 
cercle  Ci  est  Timage  d'un  autre  cercle  C,  on  conclut  que:  La 
ligne  plane  riemannienne  représentée  (en  coordonnées  radiales)  par 
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féquation  (21),  es/  urie  trajectoire  orthogonale  de  la  suite  de  cercies 
passant  par  le  pôle  et  /an^ents  h  un  cercle  fixe. 

Sur  le  piau  lobatschenskien  on  a  une  propriété  analogue. 


§  91 

Inversion  sur  les  plans  non-eudidiens .  —  Soient  L,  A  deux 
lignes  planes  non-euclidiennes  ayant  pour  iniage  les  lignes  Li,  Ai 
invcrses  par  rapport  au  pòle  et  à  un  cercle  fondamental  de 
rayon  a. 

Si  Ton  designe  par  (K,  s),  (o,  o),  (Hi,  S]),  (r>i,  oj)  le  rayon 
vecteur  et  Tare  des  lignes  L,  A,  L|,  Ai,  on  a  par  Tapplicaiion 
des  relations  ( 1),  (2): 

(22)  R,^2ig(^|-j,     r^i  =  2tg(| 

(23)  ''^■-"^rv  ''"  = 


cos'' 


En  remai-quant  que  Ri  pi  =  a-,  les  équalions  (22)  multipliées 
niembre  à  menibre  donnent 


Conibinons  les  équations  (23)  par  division,   en  rappelant  en 
outre  les  relations 

í/oi  a^  dsi  a^ 

dsi        Ri'^  '      í/ai         pi^ 

qui  ont  lieu  entre  les  ares  élémentaires  de  deux  lignes  eucli- 
diennes  inverses,  telles  que  L|,  Ai. 
On  obtient  ainsi  les  équations 


«2   '''''{i)       '        ^    ^'«^' 


R 

dj  «2      -"-    \    2  /  ds  «2       ""^    \T 


(25)  ,  ,  

^     ^  ds       R,-'         ./R\        do        0,2 


H})-  -  ^■^.o.(|) 
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En  tenant  compte  des  foriuules  (22)  eL  des  aul)'es 

,      -../Kl 


C0S2(-?- 


1 6  sin 
R 

cos-  1   ^ 


if;si,r^(|)  +  «^cos2f|^ 


a  =  4  «^    1    7r TÍ\  "^  ^'* ' 


aisémant  dérivables  de  la  relation  (24),  les  équations  (25)  don- 
nent  par  inlégrahoii 

r/s 

-     -  2/ 

ia-     r ^'^ --  +  n, 

I     16sin2(-|-j  +  «4co,s2  (I 

m  et  n  étant  des  constantes  aibitraii'es. 

Dans  le  plan  lobalschevvskien,  les  équations  (24),  (26)  sont 
remplacées  par  les  autres 

w      -  ,h(|-)..h(|)=^ 

a  =  4«-^     / ,^. =; h^^i 


(26') 


Aa^     l +  « 

J      16sh<^|)-.^cl.^(|) 


Quand  on  connait  une  des  lignes  L,  A,  Tautre  peut  être  aus- 
sitòt  déterminée  à  Taide  des  relations  (24)  et  (26),  (24')  et  26'). 

En  effet  si  la  ligne      ,"     esl  définie  par  une  équation  en  coor- 

'  '^  '  l  R  i 

données  radiales,  le  rayon  vecteur  est  une  fonction  connue 
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de    Tare  •  •,    de    sorle    que    la    li^ne    •  '         est    représentée, 

I  o \  (Li 

cn  coordonnées  radiales,  pai-  léquation  résullant  de  Télimina- 

isi  ^,,  ,^,,-  ,     i  pieniière  | 

tion  de        '    ciilre  réqualion  (24),  ou  (24),  et  la       , 

f  a\  I  dcuxienie  \ 

équalion  (26),  ou  (2G'). 

§  92 

La  iransformalion  (juc  Ton  vient  de  considérer  s'appelle  inver- 
sion,  vu  Tanalogie  qu'elle  presente  avec  1'ordinaire  inversion  du 
plan  euclidien.  Ses  caracteres  essentieis  sont  la  conservation  des 
angles  et  la  transformalion  des  cercles  en  cercles. 

Ces  faits  s'expliquenl  par  la  simple  remarque  que  linversion 
est  le  produit: 

1°  de  la  transformation  étudiée  au  §  86 

2°  d'une  transformation  par  rayon  vecleur  reciproque 

3°  de  la  transformation  inverse  h  la  première, 
transformations,   celles-ci,    qui  jouissent  précisément  des  deux 
propriétés  dont  on  vient  de  parler, 

i/inversion  ne  presente  aucune  pai'ticularité  dans  le  plan  rie- 
mannien,  la  relation  (24)  pouvant  étre  toujours  vérifiée,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  la  constante  a. 

Dans  le  cas  du  plan  lobatschewskien  au  contraire,  les  fa- 
oleurs  composant  le  premier  niembre  de  la  relation  (24')  ont 
Icur  champ  de  variabiíité  limite  entre  —  1  et  -}-  1.  Or  comnie  le 


th 


f)l 


R\í       !"'\2 


maximum  du  facteur  \  ~  ^  >    est    1 ,    le   minimum    de    Tautre 


en  va- 


th  (  —  ., 

facteur  <         .        >  est  -  -  ,  de  scrte  que  pour  que  la  conclilion  (24') 

putsse  éíre  vérifiée,  xl  doil  ètre  a  ^  2 ;  et  celte  condilion  remplie,  les 

deux   (juantités    th  í  — p  I  ,  th  í  —  R  j    ne  peuvent   osciller  (e 

a^ 
leur  nbsolue)  fju'entre  le  viinimum  ■—  et  le  maximum  \. 


Or  comme  la  limitalion 


Í-i'H(«,.. 


entraine  Tautre 


2f) 


2  Scclciir  ih  (  ^-1  ^  -^  ^  ^  , 


on  conclui  que  cliacun  cies  vccteurs  R,  p,  en  partant  d'uu  nil- 

nimum  conespondant  à  la  valeur  — —  de  la  respectivo  tangente 

hyperbolique,  peut  croitre  jusqu'à  l'infini. 

Conséquemmenl  si  1'on  décrit  sur  le  plan  lobalschewskien  Je 
cercle  C  avant  le  centre  au  pule  et  dont  le  rayon  \\q  est  defini 
par  la  relation 

la  correspondance  entre  les  poinls  du  plan  que   nous  venons 
dappeler  inversion,   peut  avoir  lieu  seulenient  pour  les  points 
qui  sont  à  Textérieur  de  ce  cercle  ou  sur  le  contour. 
En  supposant  p  =  H,  la  relation  (24')  revient  ii  Tautre 

ce  que  démonlre  c{ue:  Le  lieu  des  points-unis  dans  l'inversion  est 
un  cercle  C  ayujit  le  centre  au  pule,  et  dont  le  rayon  r^  est  defini 
par  Véíjuation 


U./'o 


Or  les  deux  cercles  concentriques  C,  C  partagent  le  plan 
lobalschewskien  en  trois  régions  P,  Q,  R,  dont  la  première  est 
à  rintérieur  de  C,  la  deuxième  entre  C  et  C,  et  la  troisième  a 
Textérieur  de  C. 

A  un  point  de  la  région  Q  correspond  un  point  de  la  re- 
gion  R,  et  réciproquement;  un  point  de  C  correspond  h  lui- 
mènie-,  un  point  de  C  a  son  correspondam  à  Tinfini;  un  point 
de  la  region  P  a  pour  correspondant  un  point  ideal  du  plan. 

Bien  que  Tinversion  sur  les  plans  non-euclidiens  presente 
une  étroite  analogie  avec  Tinversion  sur  le  plan  ordinaire,  les 
deux  théories  oflrent  néannioins  plusieurs  divergences.  Ainsi, 
par  exemple,  la  propriété  que  dans  Tinversion  ordinaire  à  un 
cercle  passant  par  le  pòle  correspond  une  droile,  ne  subsiste 
nuUement  dans  1'inversion  non-euclidienne. 

En  effel  si  L  est  un  cercle  non-euclidien  passant  au  pòle,  son 
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image  euclidienne  Li  est  aussi  un  cerele  passant  au  pôle,  et  con- 
séqucininent  la  ligne  euclidienne  Ai,  inverse  de  Li  est  une 
droile  ne  contenanf  pas  le  pòle.  La  ligne  A  est  donc: 

1°  sur  le  plan  rieiuannion  un  ccrcle  passant  par  le  point  op- 
posé  au  pòle; 

2°  sur  le  plan  lobatschewskien  un  cercle  dont  le  rayon  r 
et  la  distance  a  du  centre  au  pòle  sont  lies  par  la  relation 
eh?  •  + tha  =  0. 

§  03 

On  sait  qu'en  deux  ligues  euclidiennes  inverses,  la  sous-tan- 
gcnte  polaire  de  l'uue  et  la  sous-normale  polaire  de  Tautre  sont 
les  facteurs  d'un  produit  constant. — Allons  voir  si  celte  pro- 
priélé  se  conserve  sur  les  plans  non-euclidiens. 

Si  (Si,  S„)  et  (S'í,  S'„)  désignent  la  sous-tangente  et  la  sous- 
normale  polaires  des  lignes  inverses  L  et  A,  on  a  (§  34) 


sin2R 

«CO 

c/(a 

doíi   i 

1   suil  par  multiplication 

(27) 

tgS,.tgS'„  = 

sin-R.-^'-. 

En  dérivant  Téquation  (24)  après  de  Tavoir  résolue  par  rap- 
port  à  tg(-^j,  on  obtient 

c/fj  a^     1  -|-  cos  p 

7r  ""  ~  T '  1  -  cos  H  ' 
et  ensuite 

(28)  sin2  R .  ^^  _  _  J^  (t  +  cos  R)  (1  +  cos  p) . 

En  niultipliant  enfin  les  relations 


í^^\      .   /l— cosR  /p\  /l— coso 

et  en  lenant  coniple  de  la  formule  (24),  on  trouve 
fl-  sin  R  .  sin  p 


(29) 


4        (1 -l-cosR)(I +cosp)* 
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L'élimination  de  siu^  R  '  et  (1  -f  cos  R)  (1 +cos  o)  entre  les 
équalions  (27),  (28),  (29)  donne 

(30)  tg  S, .  tg-  S'n  =  sin  R .  sin  o  . 

Telle  est  Ia  relation  qui,  dans  le  plan  rieuiannien,  remplace 
la  i'elalion 

S;.  S',j  =  constante 

valable  pour  deux  lignes  inverses  du  plan  ordinaire. 
De  Téquation  (30)  et  de  son  analogue. 

lgS'<.tgS„=-sinp.sinR, 

on  déduit  la  proportion 

tgS„        tgS'„ 

de  sorte  que  si  Ton  fait  une  recherche  .  analogue    sur   le  plan 

lobatschewskien,  on  a  le  théorènie: 

_      ,         ,.  i  )ieinanniennes         1    . 

En  deux  iii>nes  <  >   inverses,    le  rapport  ae  la 

f  lobatscheivsiiiennes  ) 

1  circulaire        I     ,     ,  j    ■  ? 

tan^enle  \  \  de  la  sous-taiisrente  polaire  a  la  tarmente 

\  liypervolique  )  o  i 

\  j         ,    ,.        \  de  la  sous-nonnale  polaire,  a  même  valeur  dans  les 
(  hyperbolique  ]  ' 

deux  lignes. 

§94 

Lignes  pla?ies  illuminées  par  des  rayons  issus  d'un  point  fixe.  — 
Si  l'on  a  une  source  lumineuse  concentrée  a  un  point  O  de 
Tespace  ordinaire,  on  sait  que  son  inlensité  à  un  autre  point 
libre  P  de  Tespace  est  inversement  proportionnelle  au  carré  du 
rayon  vecteur  OP  issu  du  point  lumineux. 

Si  le  point  P  appartient  K  une  surlace  ou  h  une  ligne  décrite 
sur  un  plan  contenant  le  point  lumineux,  l'intensité  lumineuse 
en  ce  point  P  est  inversement  proportioimelle  au  carré  du 
rayon  vecteur  OP  et  direclement  proportionnelle  au  cosinus  de 
Tangle  que  le  vecteur  fait  avec  la  normale  à  la  surface  ou  à  la 
ligne  au  point  considere  P. 

Dans   les   espaces   non-euclidiens   tout  est  inconnu    \\  ce  re- 
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''ard,  car  quand  mème  on  eút  la  certitude  absolue  de  leur 
existence  phvsique,  nous  seraient  toutefois  inconnues  les  lois 
naturelles  que  les  phénoinènes  siiivent  dans  leur  manifestation. 

D'ici  la  necessite  de  proceder  par  analogie,  ou  de  lâtonner 
dans  le   tcrrain  douteux  et  souvent  arbitraire  des  hypothèses. 

Mais,  en  laissant  de  côtés  toute  disquisition  métaphysique,  si 
Ton  admet  seulement  (ce  qui  ne  parait  pas  une  prétension  ex- 
cessive)  que  certaines  énergies  physiques,  telles  que  la  luniière, 
la  chaleur,  etc.  obéissent  à  la  loi  de  la  propagation  rectiligne, 
niènie  dans  les  espaces  non-euclidiens,  la  recherche  de  la  loi 
avec  laquelle  leur  inlensité  varie  avec  la  distance,  est  peut-ètre 
possible  par  de  simples  considérations  géométriques. 

Si  Ton  se  demande  pourquoi  Tintensité  des  agents  physiques 
consideres  est,  dans  notre  espace,  inversement  proportionnelle 
au  carré  des  distances,  on  verra  que  cela  est  la  conséquence 
nécessaire  d'une  loi  géométrique:  la  loi  de  la  proportionnalité 
entre  la  surface  de  la  sphère  et  le  carré  de  son  rayon.  L'energie, 
irradiant  du  centre  d'activité,  se  répand  autour  de  ce  point 
sur  des  couches  sphériques  concentriques,  dont  les  rayons 
augmentent  continuellenient  et  indéfiniment.  L'intensité  est  dono 
inversement  proportionnelle  à  la  surface  de  ces  sphères,  ou  (ce 
qui  revient  au  mème)  inversement  proportionnelle  au  carré  des 
distances. 

Dans  les  espaces  non-euclidiens  il  a  lieu  sans  doute  quelque 

chose  d'analogue,    mais  comme    la  surface   d'une    sphère   non- 

euclidienne  est  proportionnelle  au  carré  de  sinus  circulaire  ou 

hvperbolique  du  rayon,  suivant  que  Tespace  et  riemannien  ou 

lobatschewskien  (Voir  la  deuxième  partie)  on  est  naturellement 

amené  à  cette  loi :  Vinlensité  des  agents  physiques  que  Von  vient  de 

l  riemannien         \ 

considerei-,  a  un  point  quelconque  libre  de  l  espacei  ,  ,        ,        ;  •     i 

r  ^  ^  i        I  ioUatschetvskien ) 

.  (  circulaire       i 

est  inversement  proportionnelle  au  carré  du  sinus  ;  ,         ...       v 

,       ,.                  ^    f^  hyperbolique  \ 

des  distances.  \    Jr           i       » 

Quant  à  la  variation  de  Tintensité,  dépendamment  de  Tincli- 

naison  du  rayon   incident  sur 

la  surface  ou  la  ligne,  il  est  rai- 

sonnable  d'admellre  que  cette  va- 

riatioii  obéisse  a   même   loi  que 

dans  l' espace  euclidien. 

Soientfen  efiet  L  une  ligne 

plane  euclidienne,  t  la  tangente 

à  un  point   quelconque  A,   O 

Fig.  38  et  O'  deux  points  du  plan  tels 
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qu'il  soit  OA  — 0'A=^R,  OP  et  0'P'  les  perpendiculaires  abal- 
ssées  des  points  O,  O'  sur  la  tangente  t,  d  et  6'  les  angles  OAP 

et  0'ÂP'. 

En  supposant  que  la  source  lumineuse  soit  placée  successi- 
vement  en  O  et  O',  les  intensités  luniineuses  I  et  I'  au  point  A 
ont  pour  expressions 

sin  d  sin  d' 

1  =  a  .     ,^.     ,      1  =  a 


oíi  a  est  une  constante  qui  dépend  seulement  de  la  nature  de 
Tespace  oíi  a  lieu  le  phénomène,  —  On  déduit  de  ces  íorniules, 

I  I' 


et  conséqueninient 

(31) 

Or  la  loi  exprlmée  par  cette  relation  ne  contient  nullenient 
les  inclinaisons  d,  6';  nous  avons  donc  réussi  a  nous  dégager, 
pour  ainsi  dire,  d'un  tel  élénient;  de  sorte  que  si  Ton  suppose 
que  la  figure  precedente  se  rapporte  a  mème  problènie  dans 
un  espace  non-euclidien,  la  proporlion  (31)  doit  naturellenient 
èti'e  remplacée  par  une  des  aulres 

I  r  I  v 


sinOP         sinO'P'  '       sh  OP        sh  0'P' 

Or   comme    OA  =  0'Â,    on   déduit    des   triangles    rectangles 
OPA,  0'P'A' 

sinOP         sin0'P'  sh  OP        sh  0'P' 


sino  sino'      '         sin(?  sh  6'     ' 

ce  qui  reduit  les  relalions  ci-dessus  à  la  forme  unique 

1  V 

sin  tí        sin  d' 

Pour  completer  donc  la  loi  que  Ton  vient  d'énoncer  on  peut 
joindre:  Si  le  point  frappê  appartient  h  une  sur  face  ou  a  une 
ligne  tracée  sur  un  plan  contenant  le  centre  lumineux,  1'intensilê 


âo 


lumineuse  e7i  ce  point  est  inversemení  piopo/twnnelle  au  carré  du 
sinus  (circulaire  ou  hyperbolique)  du  rayon  vecleur,  et  directement 
proportioiuulle  au  cosínus  de  1'uiígle  que  ce  vecleur  forme  avec  la 
norviale  h  la  surface  ou  h  la  lipie  au  poin'  considere, 

§95 

Les  formules  expriniant  lintensité  de  la  lumière  (ou  de  la 
chaleur)  a  un  point  quelconque  d'une  ligne  non-euclidienne, 
quand  la  source  lumineuse  (ou  calorifique)  est  concentrée  au 
pòle,  ont  la  forme  que  voici 

a  .  sin  d 

a  .  sin  6 

(32')  '=^híír' 

a  désignant  une  constante,  et  6  Tinclinaison  du  rayon  vecteur  R 
sur  la  ligne. 

Ces  relations  peuvent  èlre  employées  pour  déterminer  la 
ligne  plane,  a  chaque  point  de  laquelle  Tintensité  lumineuse 
est  exprimée  par  une  fonction  connue  de  quelques  éléments 
géomélriques  de  la  ligne. 

Exemples.  —  1°    Trouver   la    li^jie   plane    dinlensité   lunAneuse 

constante  (='í),  le  point  lumineux  étant  au  pôle. 

I  /  /-/R  \  ^ 

En  rappelant  que  sin(/  =  l  /  1 —  (^    )    '   l'equati()n  (32)  re- 

vient  à  Tautre  ^  ^ ''^  ^ 

a.dK 


ds , 


i/í/^  — Psin^R 
d'oú  il  suil  par  intégration 

J   v/«*  — /2sm*R 

5q  étant  une  constante  arbilraire. 

Telle  est  Téquaiion  de  la  ligne  riemannienne  chercliée. 

Dans  le  jilan   Jobalscliewskien  on   a    une  équalion  analogue. 

2°  Trouver  la  li^ne  riemannienne  le  long  de  laquelle  Vinlensité 
lumineuse  est  inversemenl  proporlionnclle  au  sinus  de  la  dislance  au 
poinl  lumineux. 
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La  condition  actuelle 

sin  R  ' 

oCi  k  est  une  constante,  comparée  a  la  relalion  générale  (32), 
donne 

a.ílR 

— ====:  =  as , 

d'ou  il  suil  par  intégralicMi 

dR 


J  ^^ 


Fsin^R 

Le  problème  est  ainsi  raniené  aux  quadratures. 

Sur  le  plan  lobatschevvskien  on  peut  faire  une  rechgrclie 
analogue. 

3°  Si  Ton  demande  de  construi)  e  une  ligne  plane  le  long  cie 
laquelle  l  inlensité  lumineuse  est  exprimée  par  la  relation 

(34)  1  =  .™-. 

probablement  on  répondra  au  preniier  abord  que  le  problème 
n'est  pas  possible,  la  loi  (3i)  paraissant  ètre  absolunient  en 
opposition  avec  la  loi  naturelle  (32). 

Mais  si  Ton  compare  Ics  formules  (33),  (3  4),  on  tombe  sur 
Téquation  diíiérenliellc 

/-  r/R  , 

\  a  •  —  =  as  , 

\f  a  —  k  sin'^  R 

donnant  par  intégration 

(35)  v/«  .  ,^-^  +  -^o- 

J    \J  a  —  k  sm*  R 

Cette  quadrature  eíTectuée,  on  a  une  relation  finie  entre  les 
coordonnées  radiales  (R,  í),  ce  qui  définit  une  ligne.  On  voit 
donc  que,  malgré  la  contradiction  apparente  entre  la  loi  (34) 
et  la  loi  ordinaire  de  la  natiirc,  il  y  a  réellement  une  ligne  le 
long  de  laquelle  Tintensité  luiuineuse  est  exprimable  par  telle 
formule. 

Les  équalions  (33),  (35)  sonl  du  nième  type-,  en  les  idenli- 
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fiant,  on  arrive  a  celte  conclusion  curieuse  et  inattendue :  Za 
li^ne  (35),  qui  parait  être  réfractaire  h  la  loi  nalurelle  de  Vopti- 
que,  se  réduirait  h  une  ligne  a  intensitê  himineuse  constante,  s'ã 
élait  possible  de  lemplacer  le  facleur  de  proportiorinalité  a,  parais- 
sant  dans  la  loi  génétale  (32),  pai-  l'autre  facleur  V  a  ,  à  la  suite 
d'une  hypothétique  et  convenable  modification  des  conditions  physi- 
ques  et  optiques  du  milieu. 

§96 

Causliques  par  réflexion  et  par  réfraction. — Les  rayons  lumi- 
neux  issus  d'un  point  fixe,  après  avoir  subi  la  réflexion  ou  la 
réfraction  aux  points  successiís  d'une  ligue  plane  matérielle  dé- 
vient  de  leur  direction  initiale  et  enveloppent  deux  lignes  ap 
pelées  respectivement  causlique  par  réflexion  et  caustique  par 
réfraction. 

Pour  déterminer  ces  lignes,  il  faudrait  connaitre  les  lois  de 
la  réflexion  et  de  la  réfraction  dans  les  espaces  non-euclidiens. — 
Quant  à  la  preniière  question,  on  peut  se  tirer  d'aíFaire  en  re- 
niarquant  que  la  loi  de  la  réflexion  ordinaire,  consistant  dans 
Tégalité  de  Tangle  d'incidence  à  1'angle  de  réflexion,  découle 
au  fond  de  cettc  propriété  géométrique :  qu'entre  <  tous  les 
triangles  ayant  une  base  fixe  AB  et  dont  le  sonnnet  opposé  C 
est  sur  une  droite  MN,  celui  dans  lequel  la  sonime  AC  +  CB 
est  un  minimum,  correspond  a  telle  position  de  C,  que  les 
angles  ACM,  BCN  sont  égaux. 

Or  si  ACB  est  le  chemin  parcouru,  sur  un  plan  non-eucli- 
dien,  par  les  deux  rayons  incidents  et  réflechis,  notre  esprit  est 
amené  avec  toute  natura  li  lé  à  adnietlre  que  ce  chemin  ACB 
doit  conserver,  nième  dans  ce  cas,  sont  caractere  de  minimum. 
Mais  comme  ce  caractere  porte  à  légalité  des  angles  ACM,  BCN 

connne  dans  le  plan  euclidien, 
on  conclut  que  quelle  que  soit 
la  nature  du  plan,  la  réflexion 
lumineuse  se  fait  de  faron,  que 
l'anglc  d'incidence  est  égal  a 
1'angle  de  réflexion. 

Quant  \\  la  réfraction,  nous 
supposerons  qu'elle  ait  lieu  (co- 
nnne dans  r  espace  euclidien) 
sous  la  condition  de  Ia  propor- 
tionnalilé    entre    les    sinus    des 


angles  d'iiu'idence  et  de  réfra- 


ction, bien  quil  nous  manque  loute  juslification  géométrique. 


n 


Soit  L  la  lif^ne  donné;  Li  la  caustique  par  réflexion  ou  ró- 
fraction,  le  poinl  luinineux  étant  au  pòle;  A  et  Ai  deux  points 
correspondaiils  de  ces  ligues;  6  =  0AiM  et  /^AiAIM  les  incli- 
naisons  du  rayon  incideut  0A==1\  el  du  rayon  réfléchi  (ou  ré- 
fracté)  AÂi  sur  la  ligue  L. 

Comine  la  loi  de  la  léflexiou  porte  ;i  la  condition  i  =  r.  —  6, 
on  obtient 


(36) 


sin  a  ==  sin  d 


\/ 


'-(?)■ 


Quant  à   la  loi  de  la  réfraction,   elle  est  expriínée  sans  plus 
par  la  relation 


(37) 


sin  i  =  k  sin  6  =  ^ 


\/-(^)"' 


k  étant  une  constante. 

Or  comme  les  équations  (36),  (37)  donnent  au  fond  sin/  en 
fonction  de  Tai-c  s  de  la  ligne  L,  la  détermination  de  la  caus- 
tique par  réflexion  ou  par  réfraction  de  L  peut  s'eírectuer  à 
Taide  des  formules  du  ^61. 


§  97 

Théorime  de  Quelelet.  —  L  étant  une  li ^ne plane  quelconque  illu- 
minée  par  des  rayons 
issus  d'un  point  fixe  O, 
abaissons  de  ce  point 
les  perpendiculaii  es  OP 
sur  les  tangentes  de  L, 
en  les  prolongeant  de 
faron  (juil  soit  PÂq  ^= 
OP.  Si  Lq  est  le  li  eu 
du  point  variable  A^, 
la  développfe  Li  de  la 
ligne  Lq  est  la  caus- 
tique par  réflexion  de 
la  ligne  L. 

Soient  (A,  B)  deux 
points  infiniment  ra- 
pprochés  de  la  ligne 
L,  (Al,  Bi),  (P,  Q)et 
(Aq,  Bq)  les  points 
correspondants  de  la 
caustique  Li,  de  la  podaire  L^  (lieu  du  point  P)  et  de  la  ligne  Lq. 
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Après  avoir  moné  les  droites  (OA,  OB;,  (OPAp,  OQBq), 
(ApA,  B„lí),  (AAi,  IÍB|),  décrivons  les  ares  circuloii'es  infiniinent 
pctits  AM  et  }iN  avanl  lespectivement  les  cenlres  O  et  Bi  et  les 
rayons  OA,  BiB. 

En  désig^naiii  ])ar  (/h  Tare  élémentaire  A|Bi  de  la  caustique  Li, 
si  lon  rcmaique  en  outre  que  BiB=^BiN,  on  a  les  formules 

OB-OA  =  MB,    B,B-A|A  =  BiB  — (B,N  — «'íi  +  NA)  =  f/5i— NA 

doimaut  par  addition 

(38)  (B,B  4-  OB)  -  (A ,  A  -J-  OA)  =  í/.si  -  AN  +  BM  . 

Or  si  ICn  designe  par  6  Tinclinaison  des  rayons  vecteurs  sur 
la  lignc  L,  et  que  Ton  rappelle  la  loi  de  la  réflexion,  on  a  les 
égalilés 

BÂN  =  e,    xmi  =  d  +  c/d, 

dou   il  suit,  en  négligeant  des  infininients  petits  d'ordre  supé- 


rieur 


<• 


cos  (BAN)  =  cos  (ABM)  =  cos  d. 

Les  Iriangles  rectangles  infininient  petits  ANB,  AiMB  donnent 

AN  =  BM  =  ds .  cos  6  , 

ce  qui  réduit  la  reialion  (38)  à  Tautre  plus  simple 

(39)  (B,B  +  OB)-(AiA4-OA)  =  í/5i. 

Les  trian-lcs  reclangles  (APO,  APA^),  (BQO,  BQBp), 

sont  évideninient  égaux,  de  sorte  que  Ton  a  les  relations 

angle  Ai  AT  =  angle  OAP  =  angie  PAAq  = 

Celles-ci  déniontrent  que  les  droites  AAq,  BBq, sont 

les  prolongements  des  aulres  droites  Ai  A,  BíB, 

On  peut  donc  écrire  les  égalités 

BiB4-OB  =  B,B-fBBo  =  BiBo,     A,A-f  OA  =  AiA  +  AAo  =  AiA^, 

en    veriu    desquelles    la    foiínule    (39)    se    réduit    a    Tautre 
BiBq  — A|A,^  =  fAi 


âí) 


Celle-ci,  véritieé  tout  le  loiíg  de  L|,  déniontre  que  cclte  ligne 
est  efTeclivement  la  développée  de  Lq. 

La  dénionstration  que  Von  vient  de  donner,  vaut  indiflere- 
mment  pour  les  Irois  piaus. 

§  98 

Reciproque  du  ihioi  ime  de  Quetelet.  —  Suil  Li  la  caustique  par 
réflcxion  d'une  ligne  L  (inconnue) ,  par  y^apport  au  point  lumi- 
neux  O,  et  Lq  une  développanle  de  Li.  Au  milieu  P  de  chaque 
rayo7i  vecteur  ÕAq  élevons  la 
perpendiculaire,  en  la  pro- 
lo7igeanl  jusqu  à  son  rencon- 
ire  Q  avec  la  no'male  cor- 
respondante  de  Lq.  Le  lieu  du 
point,  Q  est  V anticaustique 
par  réflexion  de  la  ligne  L|. 

Constiuisons  en  eflet 
Tenveloppe  des  perpendi- 
culaires  élevées  ii  Textré- 
mité  des  rayons  vecteurs 
OAj  de  la  développante  Lq, 
et  soit  C  le  point  de  cette 
enveloppe  correspondant 
au  point  Aq  de  L^. 

Nous  nous  proposons 
d'abord  de  déterminer  le 
segment  AqC. 


Fig.  41 


Désignons  par  .«q,  pQ,  R^^,  6q  Tare  de  la  ligne  Lq,   le  rayon  de 


courbuie,  le  ravon  vecteur  et  son  inclinaison  sur 
a  les  relations  (§  32) 


Ja  liffne. 


On 


cos   Un    --=  ^- 


R 


O' 


tgpo 


tgRoV/l-R' 


1-R' 


tgRo-n 


En  reraarquant  que  la  droite  générique  AqC  coupe  la  ligne  Lq 
us  Tangi e  i  =  -^ 
tion  (3)  du  §  61 


sous  Tangle  í  =  -^  —  ^^q,  on  a  donc  par  lapplication  de  Téqua 


t&AQC  = 


tgRo.R'o 


c'est-'a-dire 

(40) 


tg  AoC=  tgRo .  cot  6o. 
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Or  si  A  est  le  point  ou  la  perpendiculaire  VQ  toiíche  Tenve- 
loppe  L,  et  dp  rinclinaison  tlu  rayon  vectcur  OP  =  -^r-  sur  la 
ligne  Lp,  on  a  par  l'applicalioii  de  la  formule  (40) 

Pu 


(4  O  tgPA^ig^^*^) 


coi  dp 


Quant  au  segnicnt  PQ,   le  iriaugle  rectangle  OPQ   íournil  la 
relation 

(42)  ig  PQ  =  sin  OP  .  tg  (P(3Q)  =  sin  (^^j  .  cot  6o  . 

Ces  équalions  (41),  (42),  coinbinées  entre  elles  par  division, 
donnent 

tgPQ  /Ro\     cot  6. 


tg  PA  \  2  /  *  cot  dp  ' 

Considérons  maiiitenant  deux  couples  de  points  correspon- 
dants  infiniment  lapprocliés  (A^,  Bq),  (P,  T)  sur  les  lignes 
L(),  L^,   et  décrivons  les  ares  circulaiies  infiniment  petits  AoM, 

PN  de  centre   O,    de  rayons  respectifs  OAo  =  Ro,  0P  =  -^  et 
compris  à  Pintérieur  de  Fang^Ie  infinitesimal  AqOBo  =  £. 

Les  triangles  rectangles  infiniment  petits  AqMBo,  PNT  don- 
nent les  relations 

BoM            í/Ro  ,         TN  J^  ^" 

cot  c/o  =  "T— rr  — '    ~ '      ^^^^  dn  = 


AoM        sin  Ho.  £   '  ^       PN  .    ,  Ho\ 

d'oii  il  suit  par  division 


cot  9o      '-"'"[Tl 

cot  6„  sin  lio  / 1^0  \ ' 

'  cot 


c'est-a-dire 

(44)  cosi--    .^ z-=í. 

^     ^  \  2  /    cot  dp 
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La    comparaison    des    formules    (io),    (ii)    démontrc    que 


torpo  =  tííPA,  et  cníin 


PQ  =  1>A 


Le  poiut  Q  coincide  donc  avec  le  point  A,  et  le  théorème 
éiioncé  est  démonlré. 

Démonstration  analogue  dans  le  plan  lobatscliewskien. 

§  09 

Applications. —  1°  Siir  un  plan,  euclidien  ou  non,  soit  Li  la 
causlique  par  rcflexion  d'uiie  ligne  inconnue  L,  dont  on  donne 
Ia  tangente  t  et  le  point  de  contact  A.  Soit  AAi  une  tangente 
à  Li  passant  au  point  A,  et  Ao  un  point  arbitraire  de  cette  tan- 
g^ente.  Construisons  la  dévelc)ppante  Lo  de  la  ligne  Li  passant 
par  Ao,  et  soit  O  le  point  symétrique  de  Ao  par  rapport  a  la 
tangente  t. 

En  considérant  alors  le  point  O  connne  le  pòle,  le  théorème 
du  §  98  fournit  aisément  la  construction  géométrique  de  Tanti- 
caustique  L.  — En  remplaçant  successivement   la  ligne  Lq  par 


Fiff.  42 


d'autres  développantes  de  Li,  le  point  A^  parcourt  la  droite  Ai  A 
et  le  point  O  la  droite  OA  symétrique  de  AiAAo  par  rapport  i» 
la  tangente  t. 

On  obtient  ainsi  une  infinité  d'anticaustiques  L  tangentes  à 
la  droite  t  au  point  A.  et  en  correspondance  une  infinité  de 
pôles  O  distribués  sur  une  droite  passant    par  A.    Et   comme 
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cette  construclion  peut  ètre  eflectuée  pour  toute  aiitre  tangente 
menée  dii  point  A  ;i  la  ligne  Li,  on  a  le  théorònuí:  Si  ia  cawí- 
íique  donnée  Li  est  une  ligne  algibyique  de  la  classe  in,  et  que  de 
Vanlicaustique  L  soient  donnés  seuleinent  une  tangente  l  et  le  point 
de  contact  A,  il  y  a  en  general  plusieurs  systhnes  d'anticaustiques 
(m  lout  au  plus),  dont  chacun  est  fonné  par  une  infinité  de  ces 
lignes.  Les  pôles  cor/espondants  sont  ranges  sur  des  droiles  pas- 
sant  par  le  point  de  contact  A. 

2"  Si  lon  veut  construire  Vanlicaustique  d'u7ie  ligne  donnée  L), 
en  connaissant  une  de  ses  tangentes  t  et  le  pôle  O,  on  trouve  le 
point  Aq  symétrique  de  O  par  rapport  à  la  droile  t,  et  la  dé- 
veloppante  Lo  de  Li  passant  par  Ao-  Arrivé  a  ce  point,  le  théo- 
rème  du  §  98  nous  fournit  la  construclion  de  la  ligne  cherchée, 
qui  réussit  naturellenient  tangente  à  t  au  point  A  oú  cette  droite 
est  coupée  par  AqAi. 

11  y  a  autant  de  ces  anticaustiques  L,  que  la  ligne  Li  a  de 
développantes  ou  (ce  qui  revient  au  mènie)  de  tangentes  réelles 
passant  au  point  Aq. 

3"  Anticaustique  dun  point.  Dans  le  cas-limite  oú  la  caus- 
tique  Li  se  réduit  à  un  point  Ai,  sa  développante  Lo  est  un 
cercle  de  centre  Ai. 

Après  avoir  tire  un  rayon  vecteur  arbitraire  OAo  du  cercle 
Lo,  élevons  la  perpendiculaire  au  milieu  P  de  OAo,  en  la  pro- 
longeant  jusqu'à  son  rencontre  A  avec  le  dianiètre  AoAi, 

Cette  construction,  cíTectuée  en  tous  les  points  du  cercle  Lo, 
donne  Tanticaustique  du  point  Ai  (§  98).  II  s'ensuite  que : 
Quelle  que  soit  la  nalure  du  pJan,  V anticaustique  d^un  point  Ai 
par  rapport  au  centre  lumineux  O,  est  le  lieu  des  points  oú  les 
perpendiculaires  au  milieu  des  rayons  vecteurs  joignant  O  aux 
points  d'un  cercle  de  centre  Ai,  coupent  les  diametres  correspon- 
dants  de  ce  cercle. 

On  pourrait,  h  Taide  de  ce  théorème,  trouver  Téquation  de 
Tanticauslique  du  point. 


UN    DE    LA   PREMILRfc:   PAKIIK 


PRÕDROIVIO  DA  FLORA  PORTUGUEZA 


pon 


Gonçalo  Sampaio 


(Contiimação  do  vol.  5.",  pag.  64) 

Fam.  XXIX  —  ANÂCARDIACEAE,  Lindl. 

123.  PISTÁCIA,  Lin. 

410.  DE*,  lentiscus,  Lin.-,  Brot,.  in  Fl.  lusit.  r,  478. — Desde 

a  Beira  ao  Al^^irve.  Vulg.  Aroeira,  Almessigeira,  Lenlisco 
verdadeiro. 

411.  P*.  terebiiitliis.s,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  478. — 

De  Traz  dos  Montes  á  Beira.   Vulg.  Cornalheira,  Corni- 
cabra,   Terehintho. 

12}.  RHUS,  Tour. 

412.  R,.  coriária,  Lin.;  Brot.  in  Fl.   lusit.   i,   475  —  Traz 

dos  Montes,  Douro  e  Algarve.  Vulg.  Sumagre. 

Fa.i.  XXX  — PHASEOLACEAE,  Lindl. 
125.   CEUATÓNIA,  Lin. 

413.  C    siliqua,    Lin.;   Brot.   in  Fl.  lusit.  i,    307.  —  Sub- 

espontanea  e  cultivada  desde  a  Beira  ao  Algarve.   Vulg". 
Alfarrobeira. 


40 


126.  ANÂGYRIS,  Tour. 


14.  A.  fcetida,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  09.  —  Alemtejo 

e  Algarve.  Vulg,  Anagiris  fedegosa. 

Como  ornamental  cultiva-se  o   Cereis  siliqaastrniii,  Lin.  no 
centro  e  sul,  com  o  nome  de  Olaia  ou  Ari-ove  da  Judeia. 


121.  ULEX,  Lin. 

415.  XJ.  ei-Tropseuis,   Lin.-,  Brot.   in  Fl.   lusit.  ii,   7n. — 

De  norte  a  sul  do  paiz.  Vulg.   Tojo  amai. 

var,  [atebradealus,  IMariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  ii,  113. 

—  Arredores  de  Aveiro, 
var.  slrictus,  ^\ebb.  in  Ott.  hisp.  33.  Llex  strictus, 

Mack.  in  Transroy. 

416.  XJ.  bseticvTS,  Bois.  in  Elench.  plant.  30:  Alph.  Luis. 

in  Boi,  Soe.  Brot.  xix,  253.  —  Da  Bacia  do  Mondego  ao 

Algarve;  Vulg.   Tojo. 

for.   Bourgceanus  (Webb.)   Samp.  in   Man.   fl,   port. 

218;  U.  Bourgaeanus  Webb.  in  Ott.  bisp.   31). — 

Centro  e  sul. 
for.    opistholepis   (Webb.)    Samp.    in    Man.   fl.    port, 

218;  U.  opistbolepis,  Webb.  in  Ott.  hisp,  43. — • 

Centro  e  sul. 

417.  XJ.  parviflói'U.s,  Pour.,  U.  australis,  Ciem.:  Mariz 

in  Boi,  Soe.  Brot.  ii,  114. — Alemtejo.  Vulg.   Tojo. 

rac.  Welwitseliianns  (Planeb.)  Samp,  in  Man,  fl.  port. 
219;  U.  Welwitscbianus  Plancb,  in  An,  se.  nat. 
ser.  III,   11,  216.  —  Centro  e  sul. 

var.  WiUkommii  (Webb.)  Samp.  in  Man.  fl.  port. 
219;  U.  Willkommi,  Webb.-,  Mariz  in  Boi.  Soe. 
Brot,  II,  115.  —  Onlro  e  sul. 

418.  XJ.    Jussisei,    Webb,    in    Ott,    hisp,    42.  —  Entre    os 

rios  Vouga  e  Sado.  Vulg,   Tojo. 
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.419.  XJ.    nánws,    Forst.;    Webb.    in    Ott.    liisp.    36.  —  De 
norte  a  sul  do  paiz.  Vulg^.   Tojo  molar. 

var,  lusitanicus,  Webb.  in  Ott.  bisp.,   36.  —  Extre- 
madura  e  Algarve. 

420.  XJ.    clénsiTS,   Welw.    in    scbed.   ex  Plancb  in  \n.  Sc. 

nat.    sur,    iii,    II,    215.. —  Littoral,    entre    a    serra    dos 
Candieiros  e  da  Arrábida.  Vulg".   Tojo  de  charneca. 

421.  TU.  micrãntlius,  Lange.;  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brqt. 

II,  115.  —  Desde  a  Serra  d'Arga  a  Coimbra.  V^ulg.   Tojo 
gatenho. 

var.  lusitanicus  (IMariz)  Samp.  in  Man.  fl.  port.  219; 
U.   lusitanicus,   iMariz  in  Boi.  Soe.   Brot.  ii,  115. 

422.  XJ.  argénteu-S,  Welw.  ex  Webb.  in  Ott.  hisp.,  44, 

—  Baixo  Âlenijejo  e  Algarve.  Vulg.   Tojo. 

423.  XJ.  erináceus,  Welw.  ex  Webb.  in  Ott.  bisp.  44. 

—  Littoral  do  Algarve.  Vulg.  Tojo. 

128.  STAUBACANTUS,  Link. 

424.  St.  népa,   Samp.   in  IMan.   fl.   port.   219;  Ulex   nepa, 

Samp.   in  berb.   Acad.   Polyt.  Port.  —  Baixo  Alemtejo  e 
Algarve.  Vulg.   Tojo  gatum. 

for.  U^ebbiana  (Coss.)   Samp.   loc.   cit. ;  Ulex  Web- 

bianus,  Coss. — Algarve, 
for.  Es cayr a cii  íy^ehh.)  Samp.   loc.  cit.;   Nepa  Es- 

cayracii,  Webb.  in  Ott.  hisp.  32.  —  Algarve, 
for.  Vaillontii  (Webb)   Samp.   loc.  cit. ;   Nepa  Vail- 

lantii,  Webb  in  Ott.  bisp.  31. — Baixo  Alemtejo 

e  Algarve. 
for.    lurida   (Webb)    Samp.    loc.  cit.;    Nepa  lurida, 

Webb  in  Ott.  bisp.  28.  —  Milfontes. 

425.  St.  aphyllvTS,  Link.  in  Scbrad.  .Tour.  •,  Ulex  genis- 

toides,  Brot.  in  Fl,  lusit.  ii,   78.  —  Littoral,  de  Ovar  ao 
Algarve.  Vlug.   Tojo  cliamuf^co.   Tojo  manso. 

for.    sparlioides   (Webb)    Samp,    loc.    cit.,    220;   St. 
spartioides,  Webb  in  Ott.  hisp.  27. 
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426.  St.  si>ecta.bilis,  AVebb  iu  Ott.  liisp.  27.— Litoral, 

de  Sines  ao  Algarve.  Vulg.   Tojo  chamusco. 

129.  GENISTÉLLA,  Tour. 

427.  Gr.  tridentáta.  (Lin.)  Sanip.  in  Boi.  Soe.  Brot.  xxiv, 

35;  Genista  trideutata,  Liii.;  Brot,  in  Fl.  lusit.  ii,  86. — 
Quasi  todo  o  paiz.  Vulg.   Carqueja. 

var.  stenoptera  (Spach)  Sanip.  in  IMan.  fl.  port.  220; 

Pterospartum  stenopteruni,  Willk.  — Da  Bairrada 

ao  Algarve. 
var.  cantabrica  (Spach)  Sanip.  loc.  cit. — Do  Minho 

a  Cintra, 
var.   lasiantha   (Spach)   Samp.   loc.   cit. ;   Pterospar- 

thum  lasianthuni,  Willk.  —  Norte  e  centro, 
var.  scolopendrína  (Spach)  Sanip.   loc.  cit, ;   Pteros- 

pai'ihuni  scolopendrinuni,  Willk. 

130.  GENÍSTA,  Tour. 

428.  Gr.  lusitanica,  Lin.;  Brot.  in  Fl,  lusit.  u,  88. — Mon- 

tanhas altas,   desde    o  Minho  e  Traz  dos   Montes  à  Es- 
trella.  Vulg.  Qaldoneiro. 

429.  Ge.  Lobelii,  DC;  Willk.  in  Prod.  fl.  hisp.  iii,  431. 

—  Monchique. 

var.  hisliix  (Lge.)  Sanip.  in  IMan.  fl.  port.  221; 
Genista  histrix,  Lge.;  J.  Henriq.  in  Exp.  scient., 
103.  —  De  norte  a  sul  do  paiz. 

raç.   polyaiitlio^    (B.   de  Bom)   Sanip.   loc,  cit, ;    Ge- 
nista jjolyanthos,  B.  Bíini;  Willk.  in  Prod,  fl.  hisp. 
ni,  432.  — Traz  dos  Montes  e  Algarve, 
var.  Bourgcei  (Spach)  Sanip,  loc.  cit.;  Mariz  in  Boi. 
Soe.  Brot.  ii,   109.^ — Algarve. 

430.  Gr.  tenuispina,   Sanip.  in  Man.  fl.  port,  221;  Ge- 

nista geiínanica  Brot,   (non  Lin.)  in   Fl.   lusit.   ll,    90. — 
De  Traz  dos  Montes  ao  Alcnitejo. 

for,  (lecipiens  (Spach)  Sanip.  loc,  cit.  ;  Genista  deci- 
picns,  Spach. 
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for.    Tounieforlii  (Spach)  Sanip.    loc.   cit. ;    Genista 

Tournefortii,  Spach. 
for.    Welwitsc/tii   (Spach)    Sanip.   loc.    cit.  ;    Genisla 

W  ehvitscliii,  Spach. 

43Í.  Gr.  liirsvita,  Wahl,  Symb.  i,  81;  G.  algarbiensis, 
Brot.  in  Kl.  liisit,  ii,  89.  —  Aleiíiicjo  e  Algarve. 

432.  Gr.  berberídea,  Lange;  Maiiz  in  Boi.  Soe.  Brot.  ii, 

108.  —  Da  Serra  d'Ai-ga  (Minho)  ao  Douro  litloral.  Vulg. 
Arranha  lobos. 

433.  Gr.  ancflica,  Lin.;  J.  Hcniiq.  in  Exp.  scient.,  103. — 

Norte  do  paiz? 

var.  ancislrocarpa  (Spach)  Samp.   in  Man.   fl.  port., 
221-,  Genista  ancistrocarpa,  Spach. — Norte  e  sul. 

434.  Gr.  falcata,  Brot.  ia  Phyt,  lusit.  fase.  i  (edic.   1.^), 

52.- — ^  Do  Minho  e  Traz  dos  Montes  á  Beira  Baixa.  Vulg. 
7^0/0  gadanho. 

435.  Gr.  triacantlios,  Brot.  in  Phyt.  lusit.  fase.  i  (edic, 

1.'"^),  54. — De  norte  a  sul  do  paiz. 

for,   Tournefortiana,  Spach.  —  De  norte  a  sul. 
for.  galioides,  Spach,  —  Centro. 

43G.  Gr.  iiiicrantlia,  G.  Ort.-,  Mariz  in  Boi,  Soe.  Brot. 
II,  110, — -Regiões  altas,  desde  o  Minho  e  Traz  dos 
Montes  íí  Beira  Baixa, 

437.  Gr.  Bi^oteri,  Poir.-,  Genisla  parviflora,  Brot.  (non  DC.) 

in  Fl.  lusit,  II,  87,  —  Serra  do  Marão  e  da  Estrella,  (Es- 
pécie critica). 

438.  Gr,  cinérea,  DC;  .1.  Henriq,  in  Exp,  scient.,  104. 

raç.  obtusirámea  (.T.  Gay)  Samp.  in  Man,  fl,  port,, 
222;  Genista  cinerascens  Mariz  (non  Lge.)  in  Boi, 
Soe,  Brot,  II,  109, — Traz  dos  Montes  e  Sena  da 
Estrella, 

439.  Gr,  floiúda,   Lin,-,   Vandelli  in  El.   lusit.   et   bras.    i8. 
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—  Rciífiões  altas,   desde    o  Minho    e  Traz   dos  Montes  á 
Sena  da  Arrábida.   Vulg.  Piorno  dos  tintureiros. 

var.  poly^alaephylla  (Brot.)  Sani[).  in  Man,  fl.  port., 
222;  Genista  polvgalaephvlla,  Brot.  in  Fl.  lusit. 
H,  80;  Genista  exaltala,  Link.;  G.  polygalaefolia 
DC.  —  Gerez  e  Estrella. 


131.  CALYCOTOME,  Link. 

4iO.  O.  villosa,  Link.  in  Schr.  Jour. ;  Spartium  spinosum 
Brot.  (non  Lin.)  in  Fl.  lusit.  ii,  85.  —  Alemtejo. 

132.  SPARTIUM,  Tour. 

441.  Sp.  jíiricevim,    Lin.;    Brot.    in  Fl.   lusit.    ii,    84. — 

Cult,    e  subespont.    nos  muros  e  rochedos,   de  noite  a 
sul.  Vulg.   Giesta  dos  jardins. 

442.  Sp.   i^iitens,   Lin.;  Brot.   in   Fl.  lusit.  ii,  83;   Saro- 

thaninus  patens,  Webb;   Cytisus  pendulinus,  Lin.  fil. 

raç.  erioearpus   (Bois.   et  Reut.)  Sanip.    in  Man.  fl. 

port.  223;  Sarothamnus  erioearpus,  Bois.  et  Reut.; 

Mariz  in  Boi.  Soe.   Bi'ot.  ii,   119.  —  Do    Minho   ao 

Alemtejo.  Vulg.  Giesta  negral,  Giesta  das  sei^ras. 

for.    Wehvitschii   (Bois.    et   Reut.)    Samp.    in   loc. 

cit. ;  Sarothamnus  Wehvitschii,  Bois,  et  Reut. 

—  Centro. 

443.  Sp.  bceticum  (Webb)  Samp.  in  Man.  fl.  port.  223; 

Sarothamnus  bíeticus,  Webb  in  It.  Hisp.,  52. — Alemtejo. 
Vulg.  Giesta. 

444.  Sp.  g-ranclifloru.ni,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  80;  Sa- 

rothamnus grandiflorus,  Webb. —  De  norte  a  sul.  Vulg. 
Giesta  das  sebes. 

445.  Sp.   lioni^gfiToi  (Bois.)  Samp,  in  Man.  fl.  port.  224; 

Sarothamnus  Bouii;;ei,  Bois.  —  Arredores  de  Monchique. 
\ulg.  Giesta. 

446.  Sp.    scopíiiúiim,     Lin.;     Sarothamnus    scoparius, 


45 


Koch.;  Willk,  et  Lge.  in  Prod.  fl.  Iiisp.  ijí,  4 ."18.  —  Quasi 
lodo  o  paiz.  Yulg.   Giesta  ribeirinha. 

var.  oxyplnjllus  (Bois.)  Samp,  in  Man.  íl.  poit.  221; 
Sarotlianinus  oxy|)h\llus,  Bois.  —  IMonchique. 

44T.  Sp.  pnrg-ansi,  Lin.-,  Cytisus  purgans,  Willk.;  J. 
Henriq.  in  Exp.  scient.,  105;  Sarolliamnus  puigans, 
Gr.  et  God.  —  Serra  da  Estrella. 

448.  Sp.  álbum,  Desf.;   Brot.  in  Fl.  lusit.  11,  83;   Gylisus 

albus,  Link,;  Saiothanuius  albus,  Sanip.  —  Vulg.  Giesta 
branca. 

var.    lusilanicum    (Quer.)    Samp.   in    Man.    íl.    port. 
223.  —  Do  Minlio  ao  Alto  Alenitejo. 

133.  RETÁMA,  Bois. 

449.  I^.  spliser*ocíir*pa   (Lin.)  Bois.;    Spartiuni    spliae- 

rocarpum,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  11,  84.  —  De  Traz  dos 
IMíjntes  ao  Alto  Alenitejo.  Vulg.  Piorno  amarello. 

450.  Pi.  monospoi-ma   (Lin.),  Bois.;   Spartiuni  monos- 

pernium,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  11,  85,  —  Litloral,  entre 
Tejo  e  Sado.  Vulg.  Piorno  branco. 


134.  CYTISUS,  Tour. 

451.  C  triflóros,  Herit.;  Mariz  ia  Boi.  Soe.  Brot.  11,  117. 

—  Serra  d'Ossa  (Alenitejo). 

452.  C  monís;pe!!!Si.\lánii.S5  Lin.;  C.  candicans,  DC; 

Mariz  in  Boi.  Soe.  Biol.  11,   117.  —  Bussaco  e  Cintra. 

453.  C   aT*g"entevTS5   Lin.;  Lotus  argenteus,  Brot.   in  FL 

lusit,    II,    118;    Argyrolobium    argenteuni.    Willk.  —  Da 
bacia  do  Tejo  á  do  Sado, 


135,  ADENOCARPUS,  DC. 
4  54.  A.    coniplicatiis   (Lin,)   J.    Gay;    Cytisus   compli- 
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catus  Brot.;  C.  hispanicus,  Rrot.  (non  Lamk.)  in  Fl.  lusit. 
II.  91  e  92;  Adenocaipus  inlennedius,  DC;  Mariz  in 
Boi.  Soe.  Brot.  II,  12U  c  12  I.  —  Desde  o  Minho  ao  Alem- 
lejo.  Viilf^.  Codero. 

raç.  conimutatus  (Guss.)-,  Samp.  in  Man.  fl.  port. 
225;  Adenocarpus  connnutalus,  Guss.;  A.  telonen- 
sis,  DC. — De  Traz  dos   Montes  ao  Alto  Alenitejo. 

455.  A.  anissócliilii-s.  Bois.  in  Dia<;    pi,  or.  iii,  2.'',  5. — 

Baixo  AlcnUejo  litloral  e  Algarve.  Vulg.  Codeço. 

456.  A^.  g-randiflôi^us!;.  Bois.;  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot. 

II,  120.  —  Alenilejo.  Vulg.  Co(le<^o. 


136.  LUPÍNUS,  Tour. 

457.  L.  álbus;,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  132.  —  Cultivado 

e  subespontaneo.  Vulg.   Tiemoceiro. 

rae.  termis  (Forsk.j;  Samp.  in  Man.  fl.  port.  225; 
L.  terniis,  Forsk.;  L.  prolifer,  Lamk  ;  Brot.  in  Fl. 
lusit.  II,  132.  —  Cultivado  e  subespontaneo.  Vulg. 
Tremoçeiro  da  Beira. 

458.  T^.  aiig-U-StifoliuiSj  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,   132. 

raç.  linifolius  (Roíh.);  Samp.  in  Man.  fl.  port.  226. 
—  Quasi  todo  o  paiz.  Vulg.   Tremoçeiro  bravo. 

459.  L.  várius,   Lin.-,  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  ii,  122.— 

IVorte  e  centro  do  paiz.  Vulg.   Tremoçeiro  bravo. 

460.  L.  liirsutu-s*,  Lin.;  Brot.  in  Fl.   lusit.  ii,    133. — Da 

Bairrada  ao  Algarve. 

461.  L.  pilosvT.^5  Murr. 

raç.  digitatu»  (Forsk.);  Samj).  in  Man.  fl.  lusit.  226; 
L.  (.osentini,  Guss.;  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  ii, 
122.  — Sul  do  Tejo. 

462.  X^.  hispánicu-S,  Bois.  et  Reut.;  Mariz  in  Boi.  Soe. 

Brot,  II,   122.  —  Desde  o  Douro  á  Beira  Bai.\a. 
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463.  L.  lLÍLteii.s,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusii.   i[,    134.  —  Quasi 

todo  o  paiz.   Vulg.    Tremoceiro  amarello. 

137.  ONÓMS,  Lin, 

464.  O.  vi."ilg,'íir*i>«9  r»oiiy,  O.  spinosa,  Brot.  in  FI,  lusit.  ii^ 

96.  —  ^Lilg.    Unha-^dta,    Galunha,    Resla-hoi,    Rilha-boi. 

raç.  aiitiquoruni  (Lin.)-,  Samp.  in  Mon.  íl.  port.  227; 
Ononis  antiquorum,  Lin.;  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot. 
II,  101. — Norte  do  paiz. 

var.  campestris  (Koch),  Samp.  in  Man.  fl.  port. 
227;  O.  campestris,  Koeh;  JMariz  in  Boi.  Soe. 
Brot.  11,   100.  — Coimbra? 

raç.  procurrens  (Wallr.),  Samp.  in  lor.  cit. :  O.  pro- 
currens,  Wallr.;  Mariz  in  loc.  cit.  101.  —  Sul  do 
paiz. 

465.  O.  piíiriiltfi,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,   99. — Beira  Baixa 

(Castello  Branco,  etc.). 

466.  O.  tiloiíeciir-oides,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusir.  ii,  98. 

—  Extremadui-a  (Lisboa,  etc). 

raç.  trifoliolata,  Coss.;  O.  Salzmanniana,  Bois.  et 
Reut.:  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  iii,  109.  —  Arre- 
dores de  Lisboa. 

467.  O.  miti^sima,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  97.  —  Da 

bacia  do  Mondego  ao  Sado. 

438.  O.   Broteiâcííiia,    DC.;    O.    racemosa,    Brot.   (non 
Tunb.)  in  Fl.   lusit.   ii,   97  ;   O.   Bourg;ei,   Bois.  et  Beut. 

—  Litloral  do  centro  e  sul. 

raç.  Picardi  (Bois.)  Samp.  in  Man.  fl.  port.  227; 
Ononis  Picardi,  Bois.;  Maiiz  in  Boi.  Soe.  Brot.  ii, 
101.  —  Da  Barraida  ao  Algarve. 

469.  O.  serráta,  Forsk. 

raç.  diíTúsa  (Ten.),  Samp.  in  ^lan.  fl.  port.  228;  O. 
diflusa,  Ten.,  Willk.  et  Lge.  in  Prod.   íl.  hisp.  iii, 

398. 
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47U.  O.  vai^ieg-iita,  Lin.  —  Algarve  (Tavira). 

471.  O.   piifíilla,   Lin.;  O.   ColmniuTe,   àll.;  Brot.   iii  Phvt. 

lusit.  I,  135,  lab.  56;  O.  parvillora,  Lani.,  Broi.  in  l^hyt. 
lusit.,  fase.  I  (edic.   I.*j,  57,  lab.  vi  cl  in  Fl.  lusil.  ii,  96. 

472.  O.   cintvai:!»,  Brot.  in  Phyt.  lusil,  i,   138,   lab.  57. 

—  De  Cinlra  a  Monchique. 

473.  O.  reclinata,  Lin.-,  Broi.  in  Fl.  lusit.  ii,   97.  — Da 

Bainada  ao  Algarve. 

var.  Ividenlata  (Lowe)  —  Sul  do  paiz. 
var.  mollis  (Savi)  —  Centro  e  sul  do  paiz. 

474.  O.   pubescens,   Lin.;   O.   arthropodia,  Brot.  in  Fl. 

lusit.  II,  94  et  in  Phyt.  lusit.  i,   141,   lab.  58.  —  Desde 
Coiínbia  ao  Alenitejo. 

475.  O.  viscosa,   Lin.;  Willk.  et  Lge.   in  Prod.  fl.  hisp. 

III,  407. —  Alto  Douro. 

raç.  breviflora  (DC),  Samp.  in  Man.  fl.  port.  228; 
b.  breviflora,  DC;  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  ii,  104; 
O.  viscosa,  Brot.  in  Fl.  lusit,  ii,  93.  —  De  Coimbra 
ao  Algarve. 

476.  O.  ílackelii,  Lge.  in  Diag.  pi.  iber.,  20.  —  Liitoral, 

desde  Sines  a  Milfontes. 

477.  O.  nátrix,  Lin.;  O.  pinguis,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  93. 

—  Douro  e  Algarve. 

raç.  hispânica  (Lin.  fil.)  Samp.  in  ^lan.  fl.  port.  229; 
O.  hispânica,  Lin.  fil.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  93; 
O.  hispânica  -\-  O.  raniosissima,  Mariz  in  Boi.  Soe. 
Brot.  II,  104  e  105. 


138.  MEDICAGO,  Tour. 

478.31!.   lupalína,    Lin.;   Brot.    in   Fl.    lusit.    ii,    112. — 
Desde  o  Minho  e  Traz  dos  Montes  á  Extremadura. 

479,  3J.  íalcslta,   Lin,;  Brot.   in   Fl.    lusit.    ii,    485.  —  De 
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Traz  dos   Monles    á   Extreiíiatlura.    Viilg'.   Luzerna  de  se- 
ijveiro. 

480.  31.  satíva,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusii.  ii,   1  12.  —  Cultiv. 

e    subespont.    de   norte    a  sul    do    paiz,    Vulg.  Luzerna, 
Meiga  dos  prados. 

481.  ]\I.  iiiaríiia,  Lin.;  lirot.  in  Fl.  lusit.  ii,  113. — Areaes 

mariíinios,  de  noite  a  sul  do  paiz. 

482.  i\X.    orl>icLT.líli*Í!!^   (Lin.)    xVII.;    Brot.  in  Fl.   lusit.  ii, 

113;   M.  polyujorpha  a.   orbicularis,  Lin. — Da  Bairrada 
ao  Algarve. 

var.  marginala  (Willd.).  —  Bragança. 

483.  IVX.  sctitelláta  (Lin.)  Mil!.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  113; 

M.    polyniorplia    j3.    scutellata,     Lin.  —  Extremadura    e 
Alenitejo. 

484.  jVI.  obsctii^a,  Retz.;  Willk.  et  Lge.  in  Frod.  fl,  hisp, 

iií,  383. 

raç.  tornáta  (\Yilld.):  Medicago  lornata,  Willd.;  Brot. 
in  Fl.  lusit.  11,  114.  —  Desde  o  Minho  litloral  ao 
Algarve. 

var.  muricata  (Willd.). — Do  Minho  ao  Algarve. 

485.  ]\1.    littorális-,    Rohde;  AVillk.    et   Lge.    in  Prod.   fl. 

hisp.  III,  384.  —  (^osta  niaiitima,  desde  norte  a  sul. 

var.  hrevisela,  DC  —  Com  o  typo. 

486.  ]\I.  tULl>ercaláta,  Willd.;  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot. 

II,  98.  —  Lisboa  (Serra  de  Monsanto). 

487.  IVI.  trLTncátnla,  Goertn  ;  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot. 

II,  97.  —  Sul  do  paiz. 

raç.  tribuloides  (Desr.),  Sanip.  in  Man.  fl.  port.  232. 
—  De  Coimbra  para  sul. 

488.  ]\X.  tii.i*"bináta  (^Lin.)  Willd.;  M.  muricata,  Brot.  (non 

Willd.)  in  Fl.   lusit.   II,    116.  —  Desde  Traz  dos  Montes 
ao  Algarve. 

var.  aculeata  (Gaertn)  —  Com  o  typo. 
VoL.  VI  —  N.°  1  4 
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489.  IVI.  ixiíirex,  Willd.;   Samp.   in  An,  Sc.  Nat,  x,  28  et 

in  Boi.  Soe.  lirot.  xxiv,  37.  —  Buairos  e  Milfontes. 

var.  ovata  (Carm.)  —  Com  o  typo. 

490.  ]\X.   i-io-ídula   (Liii.)   Desr.;    M.    villosa,    Brot.    in  Fl. 

lusit.  II,    IIG.  —  Do  Alto  Douro  a  Coimbra. 

491.  I>J.  niíiiiniR,  (iiiif.  in  Lin.;  lirot.  in  Fl.  lusit.  ii,  115. 

—  De  Tia/,  dos  Montes  rto  Alemtejo. 

vai-,  recfa  (Willtl.)  —  Centro. 

492.  31.   ar-<íl>i<ía  (Lin.)  Ml.;  Brot.  in   Fl.  lusit.   ii,    lló; 

M.  polvmorpha  var.  arábica,  Fin.  —  De  Traz  dos  Montes 
ao  Algarve. 

493.  31.   lií^i^icla,    Cierln;    !\F   ciliaris,   Brot,   (non  Krock) 

in  Fl.  lusit.  II,   114.  —  Quasi  todo  o  paiz. 

var.  apiculala  (Willd.)  —  Com  o  typo. 

raç.  lappácea  (Desr.)  Samp.  in  Man.  fl,  port.  230; 
M.  lappacea,  Desr.  —  Quasi  todo  o  paiz. 
var.  vigra  (Willd.)  —  Com  a  raça. 
vai",  terebíllum  (Willd.)  —  Com  a  raça. 

494.  ]Vr.  ciliai'i.s  (Lin.)  Krock.;  M.  polymorplia  var.  ciliaris 

Lin.;  M.  intertexta,  Brot.  (non  Mill.)  in  Fl.  lusit  ii,  114. 

—  Arredores  de  Lisboa. 


139.  MELILOTUS,  Tour. 

495.  IVI.  i:iiessía.nensÍ!S  (Lin.)  Ail.,  Mariz  in  Boi.  Soe. 
Brot.  II,  95;  Trifolium  inessanensis,  Lin.  —  Faia  o  sul 
do  lio  D(uiro. 

49tj.  >J.  .seg^etalis*  (lii-ot.)  Ser,;  Trifolium  Melilotus  sege- 
talis,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  484;  M.  segetalis -r  M.  infesta 
Mariz  (non  Guss.)  in  Boi.  Soe.  Brot.  ii,  94  c  95;  M. 
leiosperma,  Fomel.  —  Para  o  sul  do  Mondego.  Vulg. 
Anaphe. 

vai",  fislulosa  (Som.).  —  Centro. 

raç.  compacta  (Salz.)  Samp,  in  Man.   fl.   port.,  232; 
IMelilotus  compacta,  Salz.  —  Margens  do  rio  Douro, 
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4!) 7.  3X.  neapolitana,  Ten.,  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  ii, 
í)3,  —  Margens  de  Tejo? 

raç.  Oíloi-atíssinia,  Samp.  in  !Man.  íl.  port.,  232; 
Meliloliis  allissiina,  Samp.  (non  Thuil)  in  An.  Sc. 
INat.  VI,  "2.  —  Margens  do  rio  Douro. 

•Í98.  ]VI.  elég-anss,  Salz.;   Mariz  iti  Boi.  Soe.  Brot.  ir,  94; 
TriColium  Melilolus  offieinalis,  Brot.?  —  Alenitejo. 

499.  IVJ.  indica  (Lin.)  Ali.;  Trifolium  Melilolus  indica,  Brot. 

in  Fl.  lusit.  II,    102;    Melilolus   j)arvi(loi-a,   Desf.  —  Quasi 
todo  o  paiz.  Vulg.  Meliloto,  Anjp/te,   Coroa  de  rei. 

500.  M:.    alba,   Desr.;    Mariz   in    Boi.    Soe.  Brot.  li,   93.— 

Margens  do  rio  Douro. 


140.  TRIGONELLA,  Lin. 

501.  T.  fcenum-g-rdecu-tn,   Lin.;  Brot.   in  Fl.  lusit.  ii, 

117. — Extremadura   e    Aleintejo.    Vulg.    Alforvas,   Her- 
vinha,  Feno  gre^o. 

502.  T.   polycerata,   Lin.;  Samp.  in  An.  Sc.  Nat.  vi, 

72.  —  ^largens  do  rio  Douro. 

var.  ambígua,   Samp,   in  .Man.   fl.  port.  233;  Trigo- 

nella    ambigua,    Samp.   in  An.   Se.  Nat.  vi,    144. 

—  Margens  do  rio  Douro, 
var.  Amandiana,  Samp    in  Man.  fl.  port.  233;  Tri- 

gonella  Amandiana.  Samp.  in  An.  Sc.  Nat.  vi,  143. 
var.  lojigipes,   Samp.  in  Man.  fl,  port.,   233;  Trigo- 

nella   Amandiana  var.   pinnatifolia,  Samp.  in  An. 

Sc,  Nat,  VI,   144. 

503.  T.  monspelíaca,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  117. 

—  Traz  dos  Montes  e  Algarve. 


141.  TRIFOLIUM,  Tour. 

504.  T.  orriitlioiDOclioicles  (Lin.)  Sm. :  Trifolium  Me- 
lilolus-ornithopodioides,    Lin.;    Falcatula   falso-trifolium, 
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Brot.  in  Phyt.  liisit.  i.  I()0,  lab.  65;  Trigonella  ornilho- 
podioides,  DC;  Falcalula  ornitliopodioides,  Sanip.  in 
Ma».  íl.  port.,  234.  —  Liltoi-al,  de  Caminha  a  Lisboa. 

505.  TL''.  caiTip<%S!tre5  Schrch.-,  T,  proomnbcns,  Lin,  p.  p.; 

Brol.  in  Kl.  liisil.  ii.    110.   —  Quasi  lodo  o  paiz. 

506.  T.    cliil>iriiT»,   Sibt.;   T.   prommbons,  IJn.   p.   p. ;  T. 

íilifoiíne,  Lin.  p.  p.;  Broi.  in  hl.  lusii.  u,  111.  —  Quasi 
todo  o  paiz. 

507.  T.   iTiicrántlivim,  Yiv.-,   T.   filiforme,   Lin.   p.   p.; 

!Mariz  in  Boi.  Sor.  Brot.  ii,  85. — Norte  e  centro  do  paiz. 

"508.   T.  siiíIocdtvTiii,   Lin.;    Brot.   in   Pb.  lusit.   i,   158, 
tab.  64.  —  Desde  o  Minho  ao  Algarve. 

509.  T.  cérnuium,  Brot.  in  Piíyt.  lusit.  i,  150,  lab.  62. 

—  Do  Minho  ao  Algarve. 

510.  T.  i^éx^ens,  Lin.;  Brot.  in  Fl,  lusit.  n,  103. — Todo  o 

paiz.  Vulg.   Trevo. 

511.  T.  nig-résceuíS!,  Viv.,  Willk.   et  Lge.  in  Prod.  fl. 

hisp.  Ill,  356;  T.  hybridum  Savi  (non  Lin.):  Brot.  in  Fl. 
lusit.  II,    103.  —  Centro  e  sul  do  paiz. 

512-  T.  IVlicheliílnnni,  Savi;  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot. 
III,   108.  —  Arretiores  de  Lisboa. 

513.  T.  istlmiocárprim,  Brot,   in  Phyt.  lusit.  i,    148, 

tab.  61.  —  Centro  e  sul  do  paiz, 

514.  T.  í^j3u.i:iiósiim5  Lin.;   Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  109. — 

Centro  e  sul  do  paiz. 

515.  T.  fi^agííerum,   Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  109. — 

De  Traz  dos  Montes  ao  Algarve. 

for.  pulchellum  (Lge.)  —  Terrenos  seccos. 
var.  ara^onense  (Willk.)  —  Algarve. 

516.  T.  pliysíó  Jes,  Stev.;  T,  Cnpani,  Tiv.;  Mariz  in  Boi. 

Soe.  Brot.  Ill,  88.  —  De  (Coimbra  a  Lisboa. 
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517.  T.  resu-iDinatum,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  109. 

—  Do  Porto  ao  Algarve. 

var.   Clusii  (God.  et  Gren.). —  Quasi  todo   o  paiz. 

518.  T.  tonientósuiTi,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  110. 

—  Do  Porto  ao  Algarve. 

519.  T.  levigfiíti-xm,  Poir.-,  T.  strictum,  Lin.  p.  p.;  Mariz 

in  Boi.  Soe.  Brot.  ii,  87.  —  De  Traz  dos  Montes  á  Beira 
Baixa. 

520.  T.  g-lomerátum,  Lin.-,  Brot.  in  Fl.  lusit.  n,   108. 

—  Quasi  todo  o  paiz. 

521.  T.  subterr-áneu-ni,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  n,  103. 

—  Todo  o  paiz. 

522.  T.  scábi*um,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  107.— Do 

Porto  ao  Algarve. 

523.  T.  Boccónei,  Savi;  T.  seniiglabrum,  Brot.  in  Phyt. 

lusit.  I,    155,   tab.   63,  fig.  1.^  —  Desde  o  Douro  ao  Al- 
garve. 

524.  T.  ^emélliiiii,   Pour. ;  Mariz  in  Boi.   Soe.  Brot.  m, 

108.  —  Bragança. 

525.  T.   striá,tii.iTi,   Lin.;   Brot.   in   Fl.  lusit.  ii,    107. — 

Quasi  todo  o  paiz. 

var.  brevidens,  Lge.  —  Do  Douro  ao  Alemtejo. 
var.  spinescens,  Lge. — Do  Douro  ao  Algarve. 

526.  T.  lig*Llstici.in:i5  Balb.;  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  ii, 

99  (excl.  sym,).  —  Desde  o  Douro  ao  Algarve. 

527  T.  difru.si.11115  Ehrh.:  T.  purpurascens,  Roth.;  Brot. 
in  Fl.  lusit.  II,  105.  —  Da  Beira  Baixa  ao  Alto  Alem- 
tejo. 

528.  T.  hírtirm.  Ali.;  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  11,  91.— 
Alto  Douro  e  Traz  dos  Montes. 
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529.  T.  Cliérleri,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ir,   104.  —  De 

Traz  dos  IMontes  ao  Algai-ve. 

530.  T.  stellátiTiii,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,   107.— Do 

Douro  ao  Algarve. 

531.  T.    lagópU-S,    Pour.;    INIariz  in  Boi.    Soe.    Brot.   iii, 

108.  —  Arredores  de  Bragança. 

532.  T.  incarnátum,    Lin.-,  iMariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  ii, 

90.  —  Cultiv.  e  subesp.  de  norte  a  sul.  Vulg.   Trevo  ver- 
melho. 

533.  T.  ang^xTstiíolium,  Lin.-,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii.  106. 

—  Desde  Traz  dos  Montes  ao  Algarve. 

534.  T.  arvense,  Lin.-,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  106. — Todo 

o  paiz.  Vulg.  Pé  de  lebre. 

535.  T.  lappaoeum,  Lin.-,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  104. — 

Desde  a  Bairrada  ao  Algarve. 

for.  arreclisétum  (Brot.)-,  T.  arreclisetuiu,  Brot.  in 
Phyt.  lusit.  I,  152,  tab.  63,  fig.  1.*  (non  auct. 
niult.).  —  Com  o  typo,  em  várias  localidades. 

536.  T.    maritimii.ni,   Huds.-,  Mariz  in  Boi.   Soe.  Brot, 

II,  91.  — Desde  Aveiro  ao  Algarve. 

537.  T.   lencánthvim,    M.    Bieb.;    Mariz    in    Boi.    Soe. 

Brot.  111,   108.  —  Arredores  de  Bragança. 

538.  T.  sqviai*i*ósuni,  Lin.;  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  ii, 

91  (excl.  sym.  Brot.).  —  Da  Beira  ao  Alemtejo, 

539.  T.  jiratensse,  Lin.;  Brot.  iii  Fl.  lusit.  ii,   105. — Todo 

o  paiz,  Vulg.    Trevo  dos  prados. 

var,  bracteatum  (Schousb.)  —  Quasi  todo  o  paiz, 

raç.    iiivále   (Sieb.);  T.    pratense    8.    hirsutum   Bois, 
Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  ii,  105. 

var.   semipurpureum   (Strobl.);    T,    pratense.  var. 
pyrenaiciim,  Mariz  in  loc,  eit. 
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540.  T.    oclii*olóu.cii.m,  Huds.-,   Brot,    in  Fl.  lusit.  ii, 

106,  ex  Hoíl".?  — Traz  dos  Montes? 

raç.  Insitauieuni,  Samp.  in  Man.  fl.  port.  242;  T. 
squarrosuni,  Brot.  (non  Lin.)  in  Fl.  lusit.  ii,  106. 
—  Beira  Baixa  e  Alto  Alemtejo. 

541.  T.  médiuiin,  Lin.;  Mariz  in  Boi.  Soe.  Brot.  ii,  89. — 

Traz  dos  Montes. 


li 2.  PSORALEA,  Lin 

542.  r*.  bitnoiinosa,  Lin.:  Brot.  in  Fl.   lusit.  ii,  100. — 

Desde  o  Douro  ao  Algarve.  Vulg.   Trevo  bituminoso. 

543.  !E*.  americana,  Lin. 

var.  polyslachia  (Poir.);  P.  denlala,  DC;  Mariz  in 
exsic.  Soe.  Rrot.  n.°  1142.  —  Subespontanea  em 
Lisboa. 


143.  TETBAGONÓLOBUS,  Scop. 

544.  T.  purpúreus,  Moench ;   Mariz  in  Boi.   Sóc.  Brot. 
II,  81.  —  Bragança. 


144.  LOTUS,  Tour. 
545.  L.  edliliSj  Lin.;    Mariz  in  Boi.   Soe.   Brot.  ii,  82. — 


546.  L.  ornitliopodioicies,   Lin.;  Mariz  in  Boi.  Soe. 

Brot.  II,  82.  —  Algarve. 

547.  L.   créticns,  Lin.;  Brot.  in  Fl.   lusit.  ii,    120. — Li- 

toral, de  Coimbra  ao  Algarve. 

for.  Salzmanni  (Bois.   et  Heut.);  L.   Saizmanni,  Bois. 
et  Reul.   ia  Pug.  37    (non  L.  commutatus  Gouss.). 

548.  L.   conimbi^ioénsis,   Brot.  in  Phyt.   lusit.  fase.  i 

(edic.    1.='   an.    KSuOj;    Fl.   lusit.    ii,    128;    Phyt.   lusit.   i 
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(edic.  2^  an.  181(5),  127,  tab.  WÀ  ;  L.  coimbrensis,  Willd. 
(an.   1800),  —  Da  Bairrada  ao  Algarve, 

549.  L,   pai^viflort-TS,   DesI'.;    L.    niicrocarpos,   Brot.    in 

Fl.  lusit.  II,   119.  —  Qiiasi  lodo  o  paiz. 

550.  L.  anjSíUHtíssinins,  Lin.;  L.  oligoccialos  Brot,  (?) 

in  Fl,  lusit.  II,   118,  —  Coimbra? 

var,  macronhizus,  Sanip.  in  An.  Sc,  Nat.  Ví,  Ii5. — 
Douro  litloral. 

551.  L.  liíspidli-TS,  Desf.;  Wiilk.  et  Lge.  in  Prod,  fl.  hisp. 

III,  3^7.  —  Todo  o  paiz. 

raç.  castellánus  (Bois.  et  Beut.),  Sanip.  in  Boi.  Soe. 
Brot.  XXIV,  40",  L.  castellanus  Bois.  et  Beut.;  L. 
angustissimus  Brot.  (non  Lin.)  in  Fl.  lusit.  ii,  119. 
—  De  Coimbra  ao  Algarve, 

552.  L.  arenárix-Xíí,  Brot.  in  Fl.  lusit,  ii,  120, — Areaes 

maritimos,  no  centro  do  paiz, 

553.  L,   conaicvílcituis,    Lin.;   I>.    corniculatus   arvensis 

Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  121.^ — Todo  o  paiz. 

var.  pedunculalus  (Cav,). —  Algumas  localidades,  de 

norte  a  sul, 
var,  alpinus  (Scbl,);  L.   glareosus  p.  gracilis,  Mariz 

in  Boi.  Soe.  Brot.  ii,  82.  —  Serra  da  Estrella, 

raç,  loiígipes,  Samp.  in  Man,  fl,  port.  244;  L.  his- 
pidus  var.  longipes  Samp.  in  An.  Sc.  Nat.  vi,   145. 

554.  L.    uliginósiis,    Schk.;    L.    corniculatus    silvaticus, 

Brot.  in  Fl.  lusit,  ii,   121,  —  Todo  o  paiz, 

var.  villosus  (Thuill.)  —  Littoral, 


145.  DOBYCNIUM,  Tour. 

555.  I^.   penthajiliylliTiii,    Scop.-,    Lotus    dorycnium, 
Lin.;  lírot.  in  Fl.  hisit.  ii,   122. 

raç.    !!»uirru(ieósuiu    (Vill.);    D.    sufíVuticosum    Vill.; 
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Mariz    in   Boi.    Soe.    Brot.    ii,    81.  — De    Traz    dos 
Montes  ao  Algarve, 
raç.  Jordáiii  (Lor.  et  Bar.),  Samp.  in  Boi.  Soe.  Brot. 
XXIV,  39.  —  Baixo  Alenitejo  liltoral. 

556.  ir>.   liirsiittim.   Ser.;  Lotus  hirsutus,   Lin.;   Bj-ot.   in 

Kl.  lusit.  II,  123;  Bonjeania  hirsuta,  Bclib.;  Mariz  in  Boi. 
Soe.  Brot.  II,  81.  —  Arredores  de  Monchique. 

var.  proslratum  (Jord.   el  Four.),   Samp.  in  Boi.  Soe. 
Brot.  XXIV,  39.  —  Milfontes. 

557.  I>.    réctiim.    Ser.;    Lotus    rectus,  Lin.;    Brot.  in  Fl. 

lusit.  II,   123;  Bonjeania  reeta,  Behb.;  Mariz  in  Boi,  Soe. 
Brot,  II,  81, — De  Coimbra  ao  Algarve, 

(Continua.) 
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DÉsiRÉ  Anuué  :   Des  nolalioiís  mallmnatujues.   Paris,  Gauthier-Vil- 
lars,  1909. 

Esta  obra  importante  e  para  o  calculo  mathenialico  o  mesmo 
que  são  para  a  litteralura  os  manuaes  que  ensinam  a  escrever 
com  correcção  e  elegância.  Encontram-se  nella  indicações  sobre 
a  forma,  significação  e  liistoria  das  notações  usadas  em  Malhc- 
matica,  e  regras  para  bem  as  escolher  e  bem  as  empregar. 

Nenhum  livro  existia  até  hoje  consagrado  ao  assumpto  que  é 
objecto  d'este,  e  a  sua  utilidade  é  evidente.  Pode  mesmo  con- 
corier  paia  se  estabelecer  a  unidade  das  notações  em  questões 
em  que  são  usadas  mais  do  que  uma  notação.  E  um  livro  que 
deve  ser  lido  por  todos  os  mathematicos,  não  só  pelos  que  es- 
crevem, mas  também  pelos  que  consagram  a  sua  actividade  ao 
ensino.  Estes  últimos  devem  lembrar-se  que  entre  os  alumnos 
de  hoje  estão  os  geómetras  do  futuro,  que  devem  sair  das  es- 
colas habilitados  a  escrever  com  correcção, 

G.  T. 


Edgardo  CiAiNi:  La  prospelliva  cnvnliera  a  quareiítacinque  gracli. 
Milano,  Hoepli,   1903. 

Neste  livro  é  svslematicamente  desenvolvida  de  um  modo 
muito  claio  e  simples  a  parle  fundamental  da  doutrina  relativa 
á  perspectiva  cavaleira,  considerando-se  os  problemas  metrict)s 
e  de  posição  que  resultam  de  combinar  do  modo  mais  simples 
e  usual  os  pontos,  rectas  e  planos.  O  auctor  dá  aos  raios  pro- 
jectantes  a  inclinação  de  4  5°,  e  indica  as  vantagens  que  resultam 
d'esta  escolha, 

C.  T. 
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Ernest  Leiíon:  Savayils  du  jour.  Paris,  Gauthier-Villars. 

Sob  o  titulo  de  Savanís  du  jour,  vem  de  fundar  M,  E.  Lebon 
uma  publicação  muito  útil,  muito  bella  e  muito  interessante. 
Cada  caderno  contém  a  biograpbia  e  o  retrato  de  um  sábio 
contemporâneo  e  as  listas  dos  seus  titulos  e  dos  seus  escrij)tos, 
sendo  estes  acompanhados  muitas  vezes  de  indicações  succintas 
sobre  o  seu  objecto.  Contém  ainda  cada  caderno  documentos 
relativos  ao  sábio  a  que  o  caderno  é  consagrado,  próprios  a 
poder-se  apreciar  o  seu  valor.  Quatro  cadernos  foram  até  hoje 
publicados,  consagrados  respectivamente  o  primeiro  a  M.  Poin- 
CARÉ,  o  segundo  a  M.  Darboux,  o  terceiro  a  M.  Picard  e  o  quarto 
a  M.  Appell.  As  biographias  d'estes  geómetras  eminentes  estão 
escriptas  com  bella  forma  litteraria  e  léem-se  com  muito  inte- 
resse e  viva  satisfação.  O  caderno  consagrado  a  M.  Poi^caré 
contém  ainda  o  formoso  discurso  pronunciado  por  M.  Masson 
na  occasião  do  recepção  do  illuslre  geometia  na  Academia  fran- 
ceza,  a  allocução  pronunciada  por  Fr.  Darwin  ao  entregar-lhe 
a  medalha  de  ouro  da  Sociedade  Astronómica  de  Londres,  etc. ; 
o  caderno  consagrado  a  M.  Darboux  contém  o  lelatorio  lido 
por  M.  JoRDAN  á  Academia  das  Seiencias  de  Paris  em  1884, 
na  occasião  em  que  esta  Academia  concedeu  a  M.  Darbolx  o 
premio  denominado  Pedt  d'Ormoy;  o  caderno  consagrado  a 
M.  PiCARD  contém  o  relatório  lido  por  !M.  Poiíncaré  á  Academia 
das  Seiencias  de  Paris,  em  1888,  quando  foi  concedido  áquelle 
illustre  geometra  o  grande  premio  de  Seiencias  malhematicas, 
uma  analyse  de  E^R1QUES  sobre  a  obra  de  M.  Picard  relativa 
á  theoria  das  funcções  algébricas  de  duas  variáveis  indepen- 
dentes, etc;  o  caderno  consagrado  a  M.  Appeix  contém  o 
relatório  de  HERMrrE  sobre  a  memoria  apresentada  por  aquelle 
eminente  geometra  ao  concui-so  aberto  por  S.  JM.  o  Piei  da  Suécia 
Oscar  h  e  coroada  em  1889  e  o  relatório  de  M.  Darboux  con- 
ferindo-lhe,  em  nome  da  Academia  das  seiencias  de  Paris,  o 
premio  Bordin. 

A  bella  collecção  que  tão  felizmente  fundou  M.  Lebon  merece 
figurar  em  todas  as  bibliothecas  publicas  e  nas  bibliothecas  de 
todos  os  cnie  se  interessam  pela  sciencia. 

G.  T. 
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JuLF.s  Tannery  :  Introduclion  a  la  ihcorie  cies  fonctions  tVune  va- 
riable  réelle.  Deuxièiiie  édition.  Deux  volumes.  Paris,  Her- 
mann,  lí)Oi-ll)!0. 

ISão  é  necessário  fazer  o  elogio  d'esta  obra  tão  conhecida 
pelos  geomelras  de  todos  os  paizes.  A  exposição  dos  principios 
fundanientaes  da  Analyse,  quando  se  quer  ser  rigoroso,  obriga 
a  extensões  e  desenvolvimentos  muitas  vezes  deselegantes  e 
mesmo  fastidiosos.  Ora  sabe-se  bem  que  Tamsery  evitou  este 
escolho  do  modo  o  mais  feliz,  expondo  as  doutrinas  debaixo 
de  uma  forma  lógica  impeccavel  a  ao  mesmo  tempo  elegante 
e  agradável.  E  nesta  parte  um  livro  modelar. 

PSa  segunda  edição  da  sua  obra,  o  illustre  auctor  não  se 
limitou  a  i'eproduzir  os  assumptos  da  primeira  edição.  Re- 
viu-os,  aperfeiçou-os  e  accrescentou  varias  doutrinas  impor- 
tantes. Porisso  aquelles  que  conhecem  a  antiga  edição  lerão 
ainda  com  interesse  e  prazer  a  que  vem  de  ser  publicada. 

Depois  de  escriptas  estas  linhas,  tivemos  a  triste  noticia  da 
morte  do  geomelra  a  que  vimos  de  nos  referir.  Quando  ha 
pouco  tempo  visittímos  as  escolas  de  Paris,  fomos  recebidos  por 
elle  de  modo  extremamente  affectuoso  na  Escola  Normal  Supe- 
rior, estabelecimento  de  que  elle  era  o  director,  e  tivemos  a 
honra  de  ser  por  elle  apresentado,  em  termos  para  nós  muito 
agradáveis,  a  alguns  professores  e  alumnos  d'esta  grande  escola. 
Conversámos  durante  muito  tempo  sobre  o  ensino  das  inathe- 
maticas  e,  reíerindo-se  á  obra  de  que  vimos  de  dar  noticia, 
disse-nos  que  teria  o  prazer  de  nos  oflerecer  um  exemplar  logo 
que  a  impressão  terminasse.  Mal  diríamos  então,  ao  vèl-o  tão 
bem  disposto,  que  a  morte  pairava  já  á  roda  d'elle  e  que  essa 
voz  que  estávamos  ouvindo  com  tanto  prazer  em  breve  se  extin- 
guiria para  sempre  ! 

Tanneuy  foi  um  dos  redactores  do  Bulletin  des  sciences  mathé- 
mathiques,  onde  escreveu  numerosas  noticias  bibliographicas,  a 
que  soube  dar  sempre  uma  forma  original  e  um  interesse  es- 
pecial. 

G.  T. 


G.    Castelmjovo  :    Lezioni    di   Geometria   analítica    {^.^   edição), 
Iloma,  lí)09. 

Contém  este  volume  as  lições  sobre  Geometria  analytica  e 
projectiva  dadas  pelo  sr.  Caste[,nuovo  na  Universidade  de  Roma. 
l*or  influencia  de  Cuemona  e  Cerruti,  a  Geometria  analvtica  e  a 
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Geoineti'ia  j)i'()jectiva  loram  rtuiiidas  tiesla  Lniveisidade  em 
uma  mesma  cadeira,  da  qual  o  auctor  do  livro  lueneiouado  é 
actualmeute  o  professor.  Por  isso,  nas  suas  lições,  sào  esiudados 
ambos  estes  methodos. 

Esta  reunião  da  Geometria  analjtica  e  da  Geometiia  proje- 
ctiva em  uma  mesma  cadeia  parece-nos  ler  grandes  vantagens, 
líabililam-se  assim  os  alumnos  a  escolher  em  cada  questão  geo- 
nietiica  o  methodo  mais  appropiiado  ])ara  a  resolver,  e  a  em- 
pregar mesmo  sinuiltaneamenle  os  dois  molliodos,  de  modo  a 
chegar  ao  resultado  final  pelo  caminho  inais  cuito,  mais  expres- 
sivo e  mais  elegante. 

Devo  ajuntar  ao  que  precede  ([ue  esta  reunião  dos  dois  me- 
thodos não  é  feita  pelo  Sr,  Castei.miovo  desde  o  principio  do 
seu  livro.  (>omo  os  alumnos  tèem  sempre  difíiculdade  em  assi- 
milar os  principios  de  cada  um  d'elles,  o  illustre  sábio  expõe 
primeiramente  a  Geometria  analytica  do  plano,  á  qual  consagra 
as  primeiras  109  paginas,  depois  a  Geometria  analytica  do  es- 
paço, á  qual  consagra  70  paginas,  em  seguida  os  conceitos  da 
Geometria  projectiva  (108  paginas),  e  finalmente,  faz  o  estudo 
geral  das  curvas  e  das  superficies  de  segunda  ordem,  appli- 
cando  simultaneamente  as  doutiinas  da  Geometria  analvtica  e 
da  Geometria  piojectiva  expostas  nas  partes  anteriores  da  obra 
(245  paginas). 

Pode  se  louvar  com  toda  a  confiança  o  methodo  seguido  pelo 
auctor,  e  é  desejável  que  em  nova  organisação,  (|ue  se  impõe, 
do  ensino  mathematico  nas  nossas  escolas,  seja  elle  intioduzido. 
Accrescenlaremos  que  a  obra  é  rica  em  assumptos,  e  que  está 
escripla  com  grande  clareza  e  elegância,  como  era  de-  esperar 
da  alta  situação  do  Sr.  Castelnuovo  na  sciencia  italiana;  e  que, 
em  seguida  a  cada  capitulo,  vêem  numerosos  exercicios,  esco- 
lhidos de  modo,  que,  para  os  alumnos,  ao  proveito  de  os 
resolverem  se  junta  o  de  conhecerem  i'esultados  que  ollerecem 
interesse. 

G.  T. 


Appell  et  S.  Dauthevili.e:  Précis  de  Mécanicjue  raíionneUe.  Paris, 
Gauthier-Villars,  1910. 

Esta  obra  excellente  é  destinada  aos  (jue  pretendei'em  estudar 
a  Mecânica  racional  como  introducção  ao  estudo  da  Physica  ou 
da  Mecânica  applicada.  Póde-se  reconunendar  vivamente  aos 
alumnos  de  Mecânica  racional  da  nossa  Academia  Polytechnica, 
que  encontrarão  nella  as  doutrinas  que  é  essencial  saber  para 


(52 


a  roniiiiuação  dos  seus  estudos  de  Engenharia,  expostas  de- 
baixo de  fornia  a  mais  clara,  a  mais  elegante  e  a  mais  adequada 
ao  íiin  a  que  se  ílestinam.  Além  d'isso,  aquelles  que  preten- 
derem levar  mais  longe  os  seus  estudos  da  i^Iecanica  racional, 
ficam  naturalmente  encarreirados  para  poder  continuar  estes 
estudos  no  grande  e  magisti-al  Tratado  de  M.  Appeli.. 

Eis  o  objecto  de  cada  um  dos  capitulos  em  que  se  divide  a 
obia  :  I.  Vectores.  —  II.  (-inoniatica.  —  III.  Principios  de  Mecâ- 
nica: massa,  lorça,  trabalho.  —  IV.  Equilibrio  de  um  ponto. 
Ecjuilibrio  de  um  systema.  —  V.  Equilibrio  de  um  corpo  solido. 

—  VI.  Systemas  deformáveis.  —  VII.  Dynamica  do  ponto.  — 
VIII.  Momentos  de  inércia. — IX.  Dynainica  dos  systemas.  Iheo- 
remas  geraes.  As  sete  equações  universaes  do  movimcnio.  — 
X.  lAIovimento  de  um  corpo  solido. — XI.  Noções  sobre  o  attricto. 

—  XII.  Percussões.  —  XIII.  Piincipio  dos  trabalhos  virtuaes.  — 
XIV.  Principio  DAlemberi.  Equações  de  Lagra.nge.  —  XV.  Per- 
cussões. Theorema   de  Caknot.  —  XVI.    Attração.    Potencial. — 

XVII.  Equilibrio  e  movimento  interior  de  um  fluido  perfeito. — 

XVIII.  Movimento  dos  fluidos  perfeitos.  Hydrodynamica. 
Todos  estes  assumptos  são  expostos  de   um   modo   bastante 

desenvolvido  em  650  paginas  da  obra. 

Depois  seguem-se  numerosos  exercicios,  quasi  todos  pro- 
postos como  prova  escripta  nos  exames  de  Mecânica  racional 
nas  Faculdades  de  Franca. 

G.  T. 


E.  Bei.ot:  Ènmi  de  Cosmogonie  turbillonaire.  Paris,  Gauthier-Vil- 
lars,  1911. 

O  auctor,  depois  de  indicar,  em  uma  inlroduccão,  os  defeitos 
da  celebre  e  engenhosa  hvpothese  cosmogónica  de  Laplace, 
expõe  e  estuda  unia  oulra,  em  que  a  formação  dos  mundos  re- 
suha  do  chocpie  de  um  turbilhão  gazoso  sobre  uma  nebulosa 
amorpha.  1'odo  o  volume  é  destinado  á  exposição  e  desenvolvi- 
mento d'esta  ideia,  e  a  mostrar  que  os  factos  contrários  á 
theoria  de  Laplace  são  pela  nova  theoria  completamente  expli- 
cados, e  que  mesmo  d'ella  resultam  consequências  novas  que 
a  observação  confirma. 

G.  T. 
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A.  Boui.anoer:  Hydraulique  ^('nêrale.  —  Tome  I.  Principea  e  pro- 
blhnes  fondnmejilaux.  —  Tome  II.  Problèmes  a  si/iguhiiiíh  et 
application^.  Pai-is,  Oetave  Doin  el  Fils,    lí)()l). 

Esla  obra  tem  por  fim  principal  compendiar,  coordenando  e 
resumindo,  os  numerosos  e  notabilissimos  trabalhos  de  M.  Bous- 
SI^ESQ,  que  são  incontestavelmente  os  (jue  nos  últimos  tempos 
mais  teem  contribuido  para  dar  á  Hydiaulica  um  caracter  ver- 
dadeiramente scienlifico. 

Por  louvável  iniciativa  de  M.  D'Oca(;mj,  illuslre  director  da 
Bibiiolhcque  de  Mécnnique  applujuée  et  Ginie,  encarregou- se 
M.  BouLANGEu  desta  tarefa  utilíssima,  piestando  assim  um  va- 
lioso serviço  a  todos  aquelles  a  quem  interessa  conhecer  os  no- 
táveis progressos  que  a  Mecânica  dos  fluidos  tem  feito,  e  que 
difficilmente  poderiam  recorrer  aos  trabalhos  de  M.  Bolssinesq, 
muitos  dos  quaes  se  acham  disseminados  em  publicações,  que 
jiem  sempre  são  de  fácil  consulta. 

Comprehende  a  obra  dois  volumes.  O  primeiro  trata  da  ex- 
posição dos  principios  fundamentaes  da  sciencia  e  do  estudo 
dos  plienomenos  geraes  observados  no  movimento  dos  líquidos. 
O  segundo  occupa-se  dos  problemas  mais  importantes  que  a 
Hydraulica  pratica  nos  apresenta,  e  que  as  modernas  iheorias 
permittem  muitas  vezes  resolver  sem  lançar  mão  das  formulas 
empíricas  anteriormente  empregadas. 

R.  Mendes. 


Ed.   BARBETTr :    Les.  sommes  de  pi^^'"'''*  puíssa7ices  dislinctes  é gales  a 
une  p'™*'  pnismnce.  Liège,   1910. 

Abre  esta  intei-essante  memoria  por  um  estudo  preliminar 
sobre  o  calculo  das  potencias  semelhanles  dos  x  primeiros  nú- 
meros inteiros.  Vem  dcjiois  o  estudo  do  problema  (pie  tem  |)()r 
objecto  determinar  os  números  inteiros  distiuctos  cuja  somma 
tem  um  mesmo  valor.  Segue  o  estudo  do  problema  que  tem 
por  fim  determinar  os  quadrados  distínclos  cuja  somma  é  egual 
a  um  quadrado,  e  depois  o  pioblema  que  tem  por  objecto  de- 
terminar as  potencias  de  grau  p  distínctas  cuja  somma  é  egual 
a  uma  potencia  do  mesmo  giáu.  Contém  ainda  a  mesma  me- 
moria um  estudo  dos  números  polygonaes  de  n  lados  e  duas 
taboas,  uma  contendo  os  5:000  primeiros  números  triangulares 
6  a  outra  contendo  os  10:000  primeiros  números  primos. 

Não  é  possível  indicar  aqui  os  melhodos  seguidos  pelo  auctor 
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para  resolver  os  diderenles  ])rol)Ieinas  de  que  se  occupa,  e 
terniinaremos  porisso  esta  rápida  noticia  recomniendando  a  lei- 
tura d'este  interessante  trabalho, 

G.  T. 


A.  Claude  et  L.  Driencgukt:   Descriptioji  et  usa^e  de  iastrolahe 
a  prisme.  Paris,  Gautliier-Yillais,   1910. 

C>onténi  este  livro  ulilissinio  uni  estudo  muito  completo  dos 
astrolábios  de  prisma,  e  suas  applicações.  Encontra-se  nelle  a 
descripção  dos  diversos  modelos  de  astrolábios  de  prisma,  o 
estudo  dos  erros  inslrumentaes,  a  maneira  de  determinar  por 
meio  d'elles  a  latitude  e  a  hora,  etc.  Contém  ainda  o  livro  uma 
série  de  ta  boas  para  a  simplificação  dos  cálculos  a  que  leva  o 
uso  d'estes  instrumentos.  Ajuntaremos  que  muita  da  doutrina 
que  o  livro  encerra  é  nelle  exposta  pela  primeira  vez. 

G.  T. 


Annuaire  pour  Van  1911  public  par   le  Bureau   des   longitudes. 
Paris,  Gauthier-Villars. 

O  presente  volume  d'este  bem  conhecido  Annuario  contém 
as  noticias  scientificas  seguintes : 

PoiNCARÉ :  Note  sur  le  xvi"  conféience  de  rAssociation  géodésiqtie 
interna  tionale. 

B5Gourda!n:  Le  eclipse  du  soleil  du  17  avril  1912. 

PoiNCARÉ :  Nolice  nécrologique  sur  M.  Bouquet  de  la  Grye. 


1/ 


QUELQUES  OBSERVATIONS 
SUR  LES  GROUPES  DHOMOGRAPHIES  DANS  UN  PLAN 

NOTE  DE 

M.  L.  Orlando 


Nous  avons  ici  le  but,  bien  modesle,  de  demontrer  d'une 
façon  siniple  et  élémentaire  un  théorème  reiítrant  dans  une 
classification,  plus  générale,  bien  connue  par  les  géomètres. 

Les  poupes  finis  cVhomographies  planes,  cloués  (Chomologies 
(Tordre  n^3,  appartiennent  a  Vune  des  deux  classes: 

A)  Groupes  laissant  invarié  un  point  (et  une  droile  qui  ne  passe 
pas  par  ce  point), 

B)  Groupes  laissant  invarié  un  triangle,  dont  ils  permutent 
transitivement  les  sommets. 

Les  idées  que  Ton  ti"ouvera  ici  exposées  sont  nées,  il  y  a  bien 
de  temps,  dans  des  conversations  avec  nion  éniinent  maitre 
M.  G.  Bagnera;  s'il  eut  eu  un  élève  plus  attentif,  les  résultats 
en  seraient  bien  plus  brillants. 

1.  Etablissons  d'abord  que,  si  Vun  de  nos  groupes  est  doué 
d  homologies  d'ordre  n>b,  alors  il  rentre  dans  lune  des  deux 
classes  A),  B) 

Soit  dono  G  un  group  íini  d'honi()graphies  planes,  et  suppo- 
sons  qu'il  contienne  une  honiologie  ai  d'ordre  «>&;  le  centre 
de  cette  honiologie  soit  Oi. 

Si  toutes  les  bomographies  de  G  laissent  fixe  le  point  Oi, 
alors  le  groupe  G  appartient  à  la  classe  A). 

Mais  si  cela,  au  contraire,  n'arrive  pas,  alors  le  point  Oi, 
devra  passer  dans  une  autre  posilion  O2,  Si  Oi  ne  se  déplace 
pas  davantage,  alors  la  droite  O1O-2  reste  fixe,  et  nous  sommes 
dans  la  classe  A). 

VoL.  VI  —  íN.»  2  l 
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Supposons  tlonc,  dans  une  aulre  hypothèse,  que  le  point  O3, 
difFerent  de  Oi  el  de  O^,  soit  encore  un  transforme  de  Oi. 

L'honioIogie  gj,  de  centre  Oj,  et  la  iransforniée  a-2,  de  centre 
O2,  donnent  origine  a  un  groupe  \\  contenu  dans  G.  Ce  groupe 
r  tracera  sur  la  droile  Oi  O-2  un  groupe  dhomographies,  7. 
Nommons  Xi  X2  les  respectifs  points  de  rencontre  de  la  droite 
Oi  O2  avec  les  axes  des  deux  homologies  01,02:  on  verra  que 
dans  le  groupe  ■(  il  y  a  deux  homographies  d'ordre  7i>5,  dont 
les  points  Oi,Xi  et  O2,  X2  seront  respectivement  les  pòles.  Les 
points  Xi,X2  sont  distincls,  car  ont  sait  que  deux  homogra- 
phies sur  une  droite,  si  elles  appartiennent  à  un  groupe  fmi, 
ne  peuvent  avoir  un  pôle  commun  sans  avoir  commun  aussi 
Tautre.  Le  point  Xi,  ne  peut  coíncider  avec  Oi,  car  une  homo- 
logie  ayant  son  centre  sur  son  axe  ne  saurait  appartenir  a  un 
groupe  íini. 

Mais  c'est  une  chose  bien  connue  que  sur  la  droite  n'exis- 
tent  pas  des  groiipes  finis  contenant  des  homographies  d'ordre 
n>5  il  pòles  distincts,  dono  Xi  devra  coíncider  avec  O2  et 
X2  avec  Oi.  L'axe  de  Tune  des  deux  homologies  01,02  passera 
alors  par  le  centre  de  rautre.  Mais,  pour  les  mèmes  raisons,  les 
axes  de  01,02  devront  passer  par  O3;  donc  O3  a  dans  le  plan 
une  position  obligée,  c'esl-a-dire  la  rencontre  des  deux  axes  de 
01,04.  Cela  démontre  que  Oi,02,03  sont  toutes  les  possibles 
positions  de  Oi;  le  triangle  Oi  Oá  O3  reste  donc  invarié,  et  ses 
sommets  se  permutent  transitivement:  nous  nous  retrouvons 
donc  dans  la  classe  B). 

2.  Établissons  maintenant  cet  autie  fait:  si  Vun  de  nos  grovpes 
contient  des  homologies  d'ordve  5,  il  ventre  dans  A),  B).  Soit  Oi 
le  centre  d'une  homologie  d'ordre  5  appartenant  au  groupe. 
Nous  supposerons  dorenavant  que  les  transformes  de  Oi  ne  se 
trouvent  pas  tous  sur  Taxe  de  Thomologie  oi,  dont  Oi  est  le 
centre-,  sinou  on  se  retrouverait  dans  les  cas  précédents.  Soit 
donc  O2,  hors  de  Taxe  de  0|,  un  transforme  de  Oj.  Appelons  O 
le  point  de  rencontre  des  deux  axes  0X1,0X2  des  deux  ho' 
mologies  01,02.  Cas  deux  homologies  donnent  naissance  à  un 
groupe  r,  contenu  dans  notre  groupe  G*,  ce  groupe  P  trace 
sur  la  droite  Oi  O2  un  groupe  "f,  qui  aura  deux  homographies 
à  pòles  distincts :  alors  le  groupe  *(■  ne  saurait  ètre  que  le 
groupe  de  Ticosaèdre.  Nous  verrons  tout  de  suite  que,  dans  ce 
cas,  le  groupe  principal  G  devra  appartenir  à  la  classe  A). 

Prenojis  des  coorílonnces  trianguiaires;  et  soit  a;3  =  O  l'équa- 
lion  de  la  droile  OiOi",  x-i  —  ^  celle  de  la  droite  OOj;  £Ci  =  O 
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celle  de  la  droite  O2  O.  Dans  ce  système,  riiomologie  oi  será 
representée  par  Ia  substitution  linéaire 


p,_ 


X  i  =  a-íci 


a?  2  =  a  íC2 


«'3  =  a  a?3 


ou  a  est  Tune  des  racines  d'ordre  5  de  Tunité,  et  a  sa  conju- 
guée.  Les  multipiicateurs  oí^,  a,  a  pourraient  ètre  alteres  par 
des  racines  cubiques  de  Tunité,  mais  ces  racines  cubiques  ne 
saurait  ètre  inégales,  car  étant  3  et  5  des  nombres  premiers, 
en  resulteraient  de  mème  inég^ales  les  5^""^^  puissances. 

La  Ps  déterniinera  sur  la  droite  Oi  O-2  une  liomographie  d'or- 
dre  5,  dont  Oi,Xi,  seront  les  p<Mes. 

Or  nous  savons  que  dans  le  ^roupe  de  Ticosaèdre  il  existent 
des  bomographies  (d'ordre  2)  permutant  les  pòles  des  boniogra- 
piíies  d'ordre  5.  Si  nous  transformons  P5  de  nianière  à  per- 
muter  les  pòles  Oj.Xi,  nous  obtenons 


Qõ  =   £c'i  =  a  xi 

x'^  =  a-  x% 

«'3  =  OLXZ. 


L'boniologie   representée   par   Q5   appartient   naturellenient  au 
groupe  G;  mais  alors  il  en  será  de  même  du  produit 


P5Qo  = 


íc'i  —  aa?j 


o?  2  —  OLX'2 
£C'3  =  5c'  £C3  ; 


cette  dernière  homologie  a  le  centre  en  O,  et  elle  a  pour  axe 
la  droite  0|  0.j. 

Mais  dans  le  groupe  de  Ticosaèdre  nous  avons  aussi  des  ho- 
mographies  dordre  2.  Prenant  pour  sommets  (1,0,0),  (O,  1,0) 
du  triangle  de  référence  les  deux  pòles  de  Tune  de  ces  homo- 
grapliies,  et  laissant   en  O    le  troisième  somniet,  on  exprimera 


es 


cette  bomographie  comnie  il  suit 

Pi)  =    x\  =        P    Xi 

«'2  =  —  P    X-2 

Mais  dans  7  il  existe  aussi  des  homographies  (d'ordre  2)  qui 
pennutent  les  pòles  des  homographies  d'ordre  2;  transformam, 
nous  obtenons  donc 

x\  =  —  [5  Xi 

«'3  =  — P^íK3. 
Le  produit 

P2  Q2  ^\x'i=  —f  XI 
£c'-2  =  —  P"  «á 

ík'3=      lii*íe3 

esl  une  homologie  d  orrlre  pair  qui  a  soa  centre  en  O,  et  qui 
a  pour  axe  la  droite  0\  O-2.  Elle  aura  donc  entre  ses  puissances 
une  homologie  J'ordre  2,  representée  par 

K  =   x'i  =  —  xi 


x^  = 


CC2 


;a;3=      a'3. 

On  aura  donc  dans  le  groupe  G  deux  homologies,  centre  O  et 
axe  Oi  0-2,  dont  l'une,  c,  est  d'ordre  5,  et  Tautre  d'ordre  2 
(nombre  premier  avec  b)\  mais  alors  on  aura  aussi,  centre  O, 
une  homologie  d'ordre  10,  appartenant  à  G.  Cela  suffil,  comme 
on  l'a  vu  dans  le  n.  1,  pour  faire  rentrer  G  dans  la  classiíica- 
tion  A),  B), 

3.  II  nous  reste  a  démontrer  que  si  l'un  de  nos  ^roupes  esl 
doué  d'hoinologies  d'ordre  4  il  ventre  aussi  dans  A),  B). 

Appcions  G  le  groupe  dont  il  s'agit,  et  supposons  qu'il  con- 
lient  une  homologie  ai  de  centre  Oi  et  d'oidre  4.  iMettons  nous 
dans  rhvpothèse  que  Ics  ])oints  Ot,02,  Xi,X2  soient  distincts, 
gans  quoi  nous  serons  dans  les  cas  déja  traités.   Sur  la  droite 
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0|  0-2  nous  trouvons  un  groupe  Y  conlenant  deux  homographies 
dordre  4  ;»  pòles  dislincts;  le  gioupe  f  será  donc  Ic  groupe  de 
Toctaèdre,  et  alois  Ton  aura  siir  la  droite  0|  O2  un  Iroisièuie 
couple  de  pòles  Oa.Xa  analogues  ;t  ceux  déjli  consideres. 

Soit  toujours  O  la  rencontre  des  axes  de  oi,  a^.  Disposant 
en  Oj,  Xi,  O  les  trois  somniels  du  triangle  de  référence,  nous 
representerons  Thomologie  ai  par 


84  = 


Xi  =~Xi 

x'3  =     1x3 , 


ou  Ton  appelle  i  Tunité  iniaginaire,  qui  est  i'une  des  racines 
4emes  (jy  punjté  (il  est  à  reniarquer  que  les  nombres  3,  4  sont 
premiers  entre  eux). 

Mais  dans  le  groupe  de  Toctaèdre  on  a  des  homographies 
(d'ordre  2)  qui  permutent  les  pòles  des  homographies  d'ordre 
4,  par  conséquent  nous  trouverons  dans  G  cette  autre  homo- 
logie 

T4 


Le  produit 


£C  1  = 

x'3  = 


S4T4  =  líc'l  = 

I  x'^->  = 

I 

x'd  = 


IXi 

ix-i. 

—  iXi 

—  ix^i 

—  £C3 


represente  une  homologie,  de  centre  O  et  d'axe  Oi  O2,  d'ordre 
4,  appartenant  à  G. 

Or,  si  tous  les  transformes  de  Oi  sont  sur  la  droite  Oi  Oj, 
alors  celte  droite  reslera  fixe,  et  le  groupe  G  appartiendra  à  la 
classe  A),  Si  cela  n'arrive  pas,  nous  trouverons  un  transforme 
0'i  hors  de  la  droite  Oj  O2;  il  será  divers  de  O,  car  il  n'est 
pas  possible  que  les  six  points  Oi,  Xi,  O-2,  X2,  O3,  X3  tombent 
tous  en  O  quand  la  droite  se  déplace. 

Mais  alors  nous  trouvons  sur  la  droite  00'i  deux  homogra- 
phies  d'ordre  4  à  pòles  distincts;  donc  nous  trouverons  sur 
cette  droite  un  groupe  octaédrique  y';  et  nous  voyons  que  le 
point  de  rencontre  des  deux  droites  Oi  O2,  00'i  est  le  centre 
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d'une  honiologie  d'ordre  4,  appartenant  au  groupe  G.  Ce  point 
est  donc  un  transforme  de  Oi  tombant  sur  la  droite  Oi  0-2",  il 
est  alors  lun  des  six  points  Oi,Xi,  O2,  X2,  O3,  X3.  Oíi  pourra-t-il 
donc  se  irouver  un  transforme  de  Oi  ?  il  pourra  se  trouver  seu- 
lement  sur  les  six  droites  qui  joignent  O  avec  les  six  points 
Oi,  Xi,  O2,  X2,  O3,  X3.  Mais  sur  ces  six  droites  on  a  eífeetive- 
ment  six  groupes  octaèdriques,  car  ces  six  points  sont  transiti- 
v,enient  permutables,  donc  le  point  Oi  devra  se  placer  en  31 
positions,  cest-a-dirc  en  O,  et  encore  en  cinq  positions  sur 
chacune  des  six  droites. 

Fixons  maintenant  notre  attention  sur  lirrationalité  qui  peut 
se  présenter  dans  les  coefficients  de  la  plus  générale  entre  les 
substitutions  qui  expriment  les  homographies  du  groupe  G. 

Les  deux  homographies  d'ordre  4,  qui  sur  la  droite  Oi,X| 
ont  ces  points  pour  pòles,  donnent  origine  au  groupe  de 
loclaèdre.  La  première  correspond  en  G  á  une  homographie 
exprimée  par  S4.  Pour  trouver  Texpression  de  la  substitulion 
qui  coirespond  a  Tautre,  nous  écrirons  S4  dans  un  système  qui 
aie  OO2  Xa  pour  triangle  de  référence,  et  ensuite  nous  pas- 
serons  au  triangle  OOiXj.  On  sait  que  les  quatre  points 
Oi  Xi  0-2  X2  sont  harmoniques,  donc  nous  pouvons  retenir  que, 
en  référence  au  triangle  OOjXj,  le  point  O2  est  donné  par 
(O,  1,  0),  et  le  point  X2  par  (O,  O,  1);  donc  les  formules  de  trans- 
íbrmation  seront 

S  t=    x'i—Xi-{-  £C2 
£C'2  —  ÍCl  —  X2 
I  OC'3  =  ÍC3 . 

Donc  nous  pouvons  écrire  les  expressions  de  toutes  les  liomp- 
graphies  du  groupe  \\  correspondam  dans  G  au  groupe  octaè- 
drique  (,  en  reslant  dans  le  champ  de  rationalité  (1,0;  et  il 
en  será  de  méme  pour  les  aulres  groupes,  analogues  à  l\  cor- 
respondant  aux  autres  groupes  octaèdriques  consideres. 

Mais,  combinant  toutes  ces  homographies,  nous  aurons  le 
groupe  G ,  donc  la  plus  générale  entre  les  substitutions  qui  ex- 
priment les  homographies  de  G  será 

íc'2  =  a2iXi-{-  «22  íW2  +  «23  £C3 
«'3  =  «31  «1  +  «32  332  +  «33  íCS. 

dont  ks  coefficients  seront  dans  le  champ  de  rationalité  (i,i). 
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Rédiíisont  U   à  sa   forme  canoni(|ue :    Ics    cocfficicnts    scront 
donnés  pav  les  racines  de  réquation  en  p 


«H  — rjrti-j  í/13  =^0. 

«21  «22  —  p«-23 

«31  «32  «33  —  p 


On  en  tire  que  les  coefficients  de  Ia  plus  générale  entre  les 
substitutions  qui  expriment  les  homographies  de  G  seront 
donnés  par  les  racines  d'une  équation 

z'^  -f  0)1  z"^  +  (')2  z  -}-  \  =0  , 

oíi  les  nombres  (i)i,(t>2  sonl  rationneis  en  1,2.  Porlant  dans  le 
second  nieinbre  Timaginaire  et  élevant  au  carré,  nous  voyons 
qu'il  siiffit  résoudre  une  équation  ralionnclle  de  degré  6  pour 
trouver  ces  coefficients. 

Mais  nous  avons  vu  que  Oi  a  31  positions,  donc  ii  y  a  dans 
G  une  homog^rapbie  dont  la  31^""^  puissance  est  Tunité.  Les 
coefficients  de  sa  substitution,  réduite  à  la  forme  canonique, 
sont  du  type  yj,  ou  lon  pose  r^^^=\.  Pour  les  déterniiner  il 
faut  donc  résoudre  Téquation  irréductible  du  30^"^'^  degré 


30 
v=0 


O-, 


et  alors  il  ne  suffit  pas  une  équation  du  degré  6. 

Cela  nous  montre  que  Ton  tombe  dans  labsurde  s'il  fait  des 
hypolbeses   qui   ne   font   pas   rentier   G    dans    la   classification 

L'étude  des  groupes  doués  d'liomologies  d'orde  n  <^  4  con- 
duit  aux  brillants  résultats  de  .Iordan,  de  Valeinti.ner  et  de  Klein; 
mais  tout  cela  reste  bien  au  dehors  de  ce  modeste  travail,  qui 
a,  conune  nous  lavons  déja  dit,  le  seul  but  dexposer  simpíe- 
ment  la  partie  moins  difficile  de  la  classification. 


SUR  QUELQUES  FORMULES  CONCERNANT  LES  FORMES 
QUADRATIQUES  BINAIRES  DUN  DISCRiMINANT  NÉGATIF 


PAR 


M.  Lerch 

à  Brunn  (Moravie) 


Les  formes  quadratiques  binaires 

ax^  +  bxy  +  cy^ 

du  même  discriminant  négatif /y^  —  kac  =  —  A  se  distribuent  en 
un  nombre  fini  de  classes,  que  je  designe  par  K.  En  supposant 
le  discriminant  fondamental  c'esl-à-dire  tel  qu'il  ne  lui  corres- 
pond  que  des  formes  primitives,  on  a  la  formule  suivante  (^) 


o    i:(^)'^(f 


-A 
m 


K, 


m  désignant  un  entier  positif  arbitraire  et   í — — j   signifiant  le 

signe  de  Legendre  dans  la  façon  de  Kronecker. 

Le  cas  de  A  =  3  et  A  =  4  font  toutefois  Texception  et  il  faut 

prendre   respectivement   K  —  —    et   K  =  — .    Mais,  comme  nous 

o  Z 

pouvons    supposer  A>4,    ces  exceptions  n'ont  pas  besoin  de 
nous  préoccuper. 

Cela    pose,    retenons    dans    le   piemier   membre    les    termes 


(•)  Bulletin  des  Sciences  Mathematiques,  2®  série,  T.  21  (1897). 


■3 


a=  1,2,  .  . 


í--]' 


suivants  ■,  comme 


et   posons   a  =  A  —  a'   dans    les    tennes 

-A   \  /-A 


A- a 


e(^.).e(.-^-.)=,„-.-h(^) 

le  premiei*  membre  devient 


2 

Ã7' 


et,  en  substituant  la 

valeu  r 

connue 

fA-n 

L     2    J. 

(2)                    I       - 

a     l 

=  (2-3) 

il  vient 

{m—\) 


-a-)  '-(^y 


2  2 

Je  ferais  usage  de  cette  formule  pour  évaluer  Texpression 

A 


K. 


cz=i  \    a 


ou  Ton  pose  pour  abrégei 

(4) 


-i.!K^)--m!' 


n  signifianl 


bien  parmi 


A-l 

2 
es  quantités 


;   le  symbole  irj_  indique  évidemment  com- 


2a          4a         6a 

"ZT'    ~Ã"'    T"'    •' 


2re  a 


ont  leur  partie  entière  impaire. 
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On  a  en  eíTet  d'après  (3)  et  (2) 


^^V-f  +  ¥(^-^)'^]'^- 


Eu  retranchant  le  double  de  la  deuxiènie  expression   de  la 
première,  il  vient 


I       Cl       1  n 


(2-£)k1k. 


Ce  résultat  prend  une  forme  particulièrement  simple  si  lon 
fait  usage  de  récriture 


[n  —  h)  h 


il  savoir 

les  hypothèses  sont  que  — A  soit  un  discriminant  fondadamen- 
tal,  n  =  \  — ^ —    ,  les  i  éiant  definis  par  (4). 

Lorsque  A  est  impar,  h  signifie  le  nombre  de  classes  envisagé 
dans  la  théorie  de  Gauss  et  de  Derichlet  oú  il  s'agit  des  formes 
telies  que 

ax'"^  +  20x7/  +  Cl/- , 

rexpression  b^^ac  =  —  A  étant  alors  le  determinam  de  la  forme. 
Ainsi  pour  A  —  1 5  on  a  /i  =  2,  7i  =  7 ,  et 


(n  —  h)h 


=  5; 


et  en  eíFet  ici  est 

21  =  0,       Í2  =  4  ,       Í4  =  4  ,       «7  =  3 
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Les  nombres  impaires  P  de  la  forme  4/+  I  n'ont  pas  Ia 
forme  de  A  et  Ton  fait  dans  notre  théorie,  qui  est  celle  de 
KRo^ECKKR,  á=4P,  P  devam  ètre  un  produit  de  nombres  pre- 
miers  diíférents,  pourvu  que  — 4P  soit  im  discriminant  fonda- 
mental. 

Comme 

''''    o, 


2v 
on  peut  se  borner  aux  valeurs  impaires  de  a  et  pour  celles-ci 


(-^-)  =  ^-')'^'(t). 


puis  n  =  2P —  1. 

Les  formes  ax^-\-'Íbxy-\' cy-  de  déterminant  — \*  =  b-  —  ac 
ont  pour  discriminant  ^b-  —  4«c  c'est-à-dire  — 4P  =  — A,  le 
nombre  de  classes  est  exactement 


Comme 


il  s'ensuit 


-4 


«-1 


V)  ^  (-  í )  '  (-f )  i'a  =  K  (2P  -  1  -  2K)  , 

a=  1,  3,  5,  ...  2P-1. 
Le  nombre  K  —  Cl  ( — 4P)  est  donné  par  exemple  par  la  formule 

— 

^(->)"  (>)  =  2K,     («=1,  3,  ...  2P-1). 

o.  t-   I 

Posons  par  exemple  P=5,  on  trouve 

i\  =  O  ,     h  =  3  ,     í'7  -=  3  ,     í'9  =  4 

et  comme  K  =  2,  on  a  en  eíFet 

K  (2P  -  1  —  2K)  =  2  (9  —  4)  =  10  , 


7B 


Le  cas  ou  A  cst  un  nombre  premier  de  la  forme  4X  -f-  3  pa- 
rait  toutefois  le  plus  fécond;  car  ici  en  vertu  du  théorème 
élémentaire  bien  oonnu 


le  signe 


-)=(f) 


a  pour  valeur  ( —  1)"  et  il  s'ensuit 

(6-)  v(_,/.,.^i!ir;^,    „^_>^ 


í(=l 


La  somme  des  2^  pairs  surpasse  donc  toiíjours  celle  des  t^  im- 

pairs,  la  difíérence  étant 

n  —  h 
—n — «» 


pourvu  que  A  soit  un  nombre  premier  de  la  forme  4/-j-3. 
En  vertu  de  (2)  et  (5),  le  nombre 

est  précisement  Texcès  des  i^^  pairs  sur  les  ?"^  impairs;  la  d^^Fé- 

rence  des  sommes  se  presente  conmie  fonction  quadratique  de 
Texcès. 


PROPRIÉTÉS  DES  TANGENTES  COMMUNES 
A  DEUX  QUAORIQUES  HOMOFOCALES 


M.  C.  Servais 

Professem"  à  TUniversité  de  Gand 


1.  Soient  s  une  tangente  commune  a  deux  quadriques  ho- 
mofbcales  Si,  S-2 -,  Mi,  M2  les  points  de  contaot;  wj,  «2  les  nor- 
males  correspondantes;  nu,  w^,  les  tangentes  conjuguées  de  s 
relalivement  à  Hj,  Sj.  Une  courbe  tiacée  sur  la  suríace  Si  et 
tangente  en  Mi  à  la  droite  wi,  est  la  directrice  d'une  nonualie 
(ni);  le  point  Ai  =  (71j?íí2)  est  le  point  central  de  la  génératrice 
n\  de  celte  nonnalie;  ce  point  est  aussi  le  pòle  du  plan  [sm{) 
relalivement  a  la  quadrique  S2  [Mathesis,  1907,  p.  115).  Le 
point  A2  =  (náWi)  a  une  interprétation  analogue  à  celle  du 
point  Al ;  on  intervertit  les  roles  des  surfaces  Sj  et  Sg. 

2.  Soient  [ab)  u\\  plan  de  syniétrie  des  quadriques  Ej,  S2 ; 
Ni,  IV2  les  traces  des  normales  nj,  /12  sur  ce  plan;  M'i,  A'i,  N'i 
les  projections  orlhogonales  de  Mi,  A|,  Ni  sur  Taxe  de  symé- 
trie  «.  T  le  point  de  renconlre  du  plan  {s7n\)  avec  cet  axe.  Les 
points  Mi,  A|,  N|  sont  les  pòles  du  plan  {sm{)  relalivement  aux 
quadriques  Si,  S2  et  à  la  conique  focale  {ai));  par  suite  les 
plans  projelant  les  points  Mj,  Aj,  Ni  normalement  à  Taxe  a  sont 
les  plans  polaires  du  point  T  par  rapport  ii  Si,  S^,  et  la  co- 
niíjue  focale  {ab). 

Dans  le  cas  dune  quadrique  à  centre  O  on  « 

OM'i .  OT  ==  1%  ;     OA',.OT  =  IV-,     OiVi .  OT  =  P„,  -  Pf, 
Pa,i  Pa2  désignent  les  puissances  des  involulions  de  points  con- 
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jugués  sur  Taxe  a  relativement  à  Si,  S2  •,  Pq  celle  de  Tinvolu- 
tion  analogue  sur  Taxe  c  de  la  quadrique  Si.  On  déduit  de  ces 
égalités 

OT.M'iA'i==P„,-P„,;     OT.M',N'i=:-Pr, 

M'iÂ'i:M'iN'i-íP„,-P„2):Pf, 
par  conséquent 

M,Ai:M,Ni-(Pa,-Pfl,):Pq. 

Daiis  le  cas  d'un  paraboloide  S|  on  a 

M'iT  =-  2  Srr  ;      A',T  =  2  S/I' ;     IS'iT  =  2  F^T 

Si,  S-2  sonl  les  sommets  des  paraboloides  Hj,  S-2 ;  F-2  est  le 
fover  conimun  à  leurs  sections  principales  dans  le  plan  de  sy- 
métrie  (oc).  On  déduit  de  ces  égalilés 

M'iA'i  =  2  S.S-2  -,      M',N'i  ==  2  S,F2  ;      M,  A'i  :  MjN  i  =  8,8-2 :  SjF^ 

par  conséquent 

MiAj  :MiNi-:  8,8-2:  81  F.2. 

3.  8i  la  quadrique  S,  a  un  centre  O,  on  designe  par  Oi  la 
projection  de  ce  point  sur  le  plan  tangent  {sm\)  et  par  Si  le 
segment  OiO  conipté  dans  le  sens  de  la  semi-droite  MiNi :  on 
a  en  grandeur  et  en  signe 

Mi>i.o  =  Pf, 
par  suite 

M,A,.Í,  =P„,-Pa2 

4.  On  a  de  mème  pour  la  quadrique  S2 

M2A2.Ô.-P„2-P„, 

donc 

M|A,.òi  -j-M2A2.cÍ2  =  O  . 

5.  Le  point  A,  étant  le  pòle  du  plan  (sin\)  relativement  à  la 
quadrique  S2,  les  plans  tangents  ii  cette  surface  parallèles  au 
plan  (sw,)  coupent  la  normale  n,  à  S,  en  deux  points  V,,  Wj 
leis  que 

(AiMiV,\VO  =  -l. 


Par  suite 

2  1,1  2IVI,Ui 


Ml  A,  !M|V,     '    M,\Vi        M,V,.MiW[ 

Ui  étant  le  milieu  da  segment  ViWi,  Ce  point  Ui  est  dans  le 
plan  diametral  parallèle  au  plan  {s7rn)  et  on  a  en  grandeur  et 
en  signe 

MiUi  =  Òi 
donc 

MiAi.ói=-MiV,.MiWi. 

6.  Les  plans  tangents  à  la  quadrique  '^i  parallèles  au  plan 
(sm-2)  coupent  la  normale  «2  à  H^  aux  points  Vâ,  W2,  on  a  (5) 

donc  (4) 

M,  V, .  iMiWi  +  !\l2V2 .  M2W2  =  (» . 

7.  Dans  le  cas  d'un  paraboloíde  ^i  le  point  F2  (notations  du 
n.°  2)  est  le  sommet  de  la  parabole  focale  (ab).  Le  point  Ni 
étant  le  pòle  du  plan  (smi)  par  rapport  à  la  parabole  focale 
(ab),  on  a 

Tl<2  =  F2N'i-F2M'i+M'iN', 
ou 

M'iIS',=TF2+M',F2. 
Mais 

SilVl'i  =  TSi 
par  conséquent 

M',N'i  =  2SíF2. 
On  a  aussi 

M'i  A'i  :  IVFiN'!  =  Mj  A,  :  M.Nj  =  8,82 :  8,F2 
donc 

M'íA'i  =  2Sj82. 

8.  Si  A'2  et  M'2  sont  les  projections  des  points  A2  et  M2  sur 
Taxe  de  syniétrie  a  on  a 

M'2A'2  =  28281 
par  conséquent 

M',A'i+M'2Â'2-0. 

9.  Dans  le  cas  d'une  quadrique  Li  à  centre  O,  on  dcduit 
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des  égalités 

OA'4 .  OT  =  Pa,     OM'i .  OT  =  Pa, 

et  de  leurs  analog^ues 

OA'.2 .  OT'  =  Pa,     OM'2 .  OT'  =  Pfl2 
OM'i.OM'2  =  OA'i.OA'2. 

10.  Dans  les  polariíés  relatives  à  Si  el  II2,  h  un  espace  (E) 
correspondent  respectivement  deux  espaces  (Ei)  et  (E2) ;  ces 
espaces  sont  rapportés  projectivement,  deux  points  homolo- 
gues sont  les  pòles  d'un  mênie  plan  par  rapport  à  Si  et  S-j. 
En  considérant  les  plans  (s?ni)  et  (sm^)  on  a  les  couples  de 
points  correspondants  Mj  et  Aj,  Ag  et  M^. 

Dans  le  cas  des  quadriques  à  centre,  ce  point  O  et  les  points 
k  rinfini  A,  B,  C  sur  les  axes  de  symétrie  sont  les  points  dou- 
bles  des  espaces  projectifs  (Ei)  et  (E2).  On  a 

OA  (MiAiCD)  7^  OA  (A1M2CD)  '/\  OA  (M2A1DC) 

par  suite  d'une  arèle  du  létraedre  foi  mê  par  les  plans  de  symétrie 
el  le  plan  de  rinfini,  on  projet/e  les  couples  de  points  IMi  et  ^U, 
A\  et  A2  et  les  sommets  du  tttraèdre  situes  sur  1'arcte  opposée  sui- 
vnnt  Irois  couples  de  plans  conjugues  dans  une  involution. 

En  particulier  si  on  projelte  de  1'arète  CD  et  si  on  coupe  par 
Taxe  de  symétrie  OA  Tinvolution  obtenue,  on  a  Tinvolution 
(M'iM'2,  A'iA'2,  OA);  par  suite 

OM'i.OM'2  =  OA'i.OA'2 

égalité  déjà  obtenue  (9). 

Si  la  surface  Si  est  un  paraboloide,  deux  points  doubles 
A  et  O  des  espaces  projectiTs  (Ei)  et  (E2)  coincidem  à  rinfini 
sur  Taxe  de  symétrie  a ;  les  deux  autres  B  et  C  sont  h  Tinfini 
dans  des  directions  normales  aux  plans  de  symétrie  {ab)  et  {ac). 
On  a  les  involulions 

a(MiM2,  A1A2,  BC),    BC(MiM2,  AiA2,  ÂA),    AC(MiM2,  A1A2,  Ba). 

La  seconde  coupée  par  Taxe  a  donne  linvolution 

(M',M'2,  A',A'2,  AA) 


par  suite 

M'iA'i  =  A'2M'2 

égalité  déjá  obtenue  (8). 

11.  On  considere  la  famille  de  géodésiques  de  S,  dont  les 
plans  osculateiirs  sont  tous  tangenls  h  la  quadrique  —2  hoino- 
focale  à  lli.  Les  courbes  (G)  conjuguées  de  ces  lignes  géodési- 
ques  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

Toute  courbe  (G)  est  la  diieclrice  (Vune  normalie  de  lIi;  si  Mi 
designe  un  point  de  (G),  Ni  la  trace  de  la  normale  en  M|  sur  un 
plan  de  syniélrie  de  ^i,  A(  le  point  central  de  la  norvialie  relatif 
a  la  génératrice  MiNi,  le  rapport  Mi  Ai  :  Mi  Ni  est  conslant  pour 
toules  les  courbes  (G)  (2). 

Les  lignes  de  striction  de  ces  normalies  sont  situêes  sur  une  mème 
surface  du  second  degré,  polaire  reciproque  de  Si  relativement  à 

Si  la  quadrique  Si  est  un  paraboloule,  la  projection  du  segment 
MiAi  sur  lajce  de  symétrie  de  la  surface  est  constante  le  long  des 
courbes  (G)  (7). 


VoL.  VI  —  N.°  2 


SUR  UHISTOIRE  DU  CALCUL  INFINITESIMAL 
ENTRE  LES  ANNÉES  1620  ET  1660 


PAR 


A.    AUBRY 


L'époque  de  rinvenlion  du  calcul  de  l'infini  intéressera  lou- 
jours  à  bon  droit  ceux  qui  aiinent  à  revivie  Ihistoire  des  pro- 
grès  de  Tesprit  liuniain.  Malgré  louL  ce  qui  a  été  dit  sur  celte 
brillante  péiiode,  il  s'en  laut  qu'on  en  ait  tout  dit, 

Un  des  principaux  objeclirs  de  rhistorien  des  matbéniatiques 
est  de  montrer  renchainemeiíl  des  découvertes,  en  meltant  en 
relief  rinfluence  qu'elles  ont  eue  les  unes  sur  les  autres,  Or  ce 
but  est  ici  particulièrement  difficile  à  alteindre:  aussi,  le  plus 
souvent,  —  se  basant  sur  Tinq^ortant  conunerce  épistolaire  qui 
existait  alors  entre  les  savants,  —  on  s'est  attaché  à  relater  à 
leurs  dates  des  travaux  consignes  dans  des  livres  parus  beau- 
coup  plus  tard,  bien  que,  —  par  suite  de  cette  tardive  publica- 
tion,  —  un  petit  nonibre  seulement  en  ait  réellement  profilé. — 
Yeut-on,  au  contraire,  —  coinme  nous  lavons  fait  dans  notre 
Essai  sur  lliist  des  c.  (t.  iv,  p.  G5),  oú  se  trouvent  traités  inci- 
demnient  quelques  points  de  rhisloire  du  calcul  infinilésinial, — 
s'aslreindre  a  citer  les  découvertes  dans  Tordre  cbronologique 
de  leur  divulgation  impriniée?  Cette  nianière  de  proceder  prète 
égalejuent  à  la  critique:  car  il  ne  suit  pas  nécessairenient  de  la 
publication  d'une  découverte,  cjue  celle-ci  ait  été  ininiédiale- 
nient  connue  et  appréciée,  mème  du  public  restreint  que  cons- 
tituaient  les  savants  dalors,  et  qu'elle  ait  par  suite  influé  sur 
les  suivantes;  et  il  est  certain  qu'au  contraire  la  correspondance 
íles  savants  a,  presque  autanl  que  leurs  ouvrages,  contribué 
au  progrès  de  la  science. 

Cest  pourquoi  un  recueil  aussi  complet  que  possible  de  do- 


a;^ 


cuments  relalifs  a  cette  partie  de  rhistoire  des  sciences  exacles 
serait  d'uiie  haute  iniportance;  il  y  aurait  lieu  surtout  de  re- 
clierclíer  les  pièces  peii  connues  aujourdluii,  soit  parce  qu'elles 
se  trouvent  comine  noyées  dans  des  ouvrages  paraissant  élran- 
gers  aux  malhématiques,  ou  écriles  dune  nuinière  einbrouillée 
qui  a  rebuté  les  lecleurs,  ou  dus  ;i  des  auleurs  ii  lori  ou  li 
raison  disqualifiés. 

La  presente  note  a  pour  but  dappoiter  une  petite  contribu- 
lion  à  Ia  crealion  d'un  tel  recueil. 


Sur  le  Tiphys  batavus,  de  Spheli.ius  (Leyde,  1624).  (*) 

Cet  ouvrage,  destine  à  fournir  des  niéthodes  de  calcul  pour 
les  tables  loxodromiques,  ne  parait  pas  avoir  attiré  Tattention 
des  historiens  du  calcul  infinitesimal;  et  cependant  son  impor- 
tance  à  ce  point  de  vue  est  indéniable:  le  trian^le  différenliel 
forme  des  différentielles  de  Tabscisse,  de  Tordonnée  et  de  l'arc, 
s'y  trouve  nettement  indique,  ainsi  que  les  premières  vues  sur 
la  reclification  des  courbes.  Voici  du  reste  un  extrait  de  ce 
livre,  qui  parait  avoir  amené  la  découverte  de  la  rectification 
de  la  spirale  logarithmique,  trouvée  virluellement  par  Descartes, 
et,  d' une  manière  consciente,  par  TonrucELLi,  puis  par  VVallis, 
qui  la  publiée  le  premier. 

«Prop.  XVII.  Loxodromia  est  instar  basis  trianguli  pla7ii  re- 
ctanguli  ad  sphcerce  surperficiem  applicati,  cujus  crus  unum  sit  dis- 
tantia  parallelorum  inter  quos  intercipitur. 

Inclinatio  anguli  quem  navium  carina  cum  meridiano  com- 
prehendit,  postquam  à  perpendiculo  demutat,  varia  omninò 
esse  potest,  et  ideo  loxodromia?  hélices  inlinilíe,  alium  atque 
alium  cum  meridianis  angulum  comprebendentes.  Angulum 
autem  recto  minorem  hic  indinalionis  angulum  vocamus.  Cum 
autem  singularum  una  eademque  sit  ad  omnes  meridianos  incli- 
natio, et  per  singula  puncta,  eliam  vicinissima,  paralleli  circuli 
meridiano  perpendiculares  cogitatiohe  traduci  possint,  vides  hic 
triangulum  eflbrmari  rectangulum.  In  partes  pori'ò  minutissimas 
et  meridianus  et  loxodromia  concidi  possunt,  ut  vix  ullo  calculo 
eorum  à  rectis  lineis  diflerentia  exprimi  aut  deprehendi  queat; 
atque    haj   particulíe   in   alias    minoi'es    millesimas.    Et   quamvis 


(1)  P.  71  (t.  iv)  de  notre  Essai,  1.  18,  au  lieu  de  «quadrature»,  lire  «re- 
ctification«. 
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rectae  et  curvse  differenlia  hoc  seclionum  minutali  haud  possit 
tolli,  neque  unquani  quantulacunque  curvíe  lineae  pars  recta  sit, 
tanien  ad  sensun  et  usuiii  omninò  evanescit;  hoc  igitur  niini- 
luiim,  quod  liic  concipimus,  loxodroinite  seguientuin,  fiet  anguli 
recti  basis;  seginentum  autem  ineridiani  crus  ununi,  Ad  islain 
plane  formulam,  quemadmodum  accidit  triangulo  rectângulo, 
cujus  crus  unum  cylindri  peripheriíe  aequale  sit,  si  alterum 
lateri  cylindri  recti  applicetur,  hoc  autem  circà  cylindrum  infle- 
ctalur,  tuin  basis  trianguli  helicem  cylindraceam  in  ejus  su- 
perfície designabit.  Quod  Pappus  prop,  24,  1.  8,  diserte  docet; 
ut  illa  helix  nostra^  helici  loxodromicw,  et  illud  crus  trianguli 
lateri  congruens,  vel  quod  idem  sit,  axi  paiallelum,  meridiani 
segmento  hic  respondeat:  quamvis  illius  designalio  et  explicalio 
non  paulò  sit  facilior  quam  hujus  nostra>;  quod  circuli  paralleli 
illic  sint  aequales:  hic  aulem  longe  secus  sit.  Intelliganms  itaque 
in  loxodromià  ciou  segmenta  meridianoruin  ji,  vo,  uf,  esse 
a^qualia,  et  ângulos  eij\  iov.  ouf  tequales  ej,  ív,  of  parallelorum 
circulorum  segmenta  non  quidem  similia,  sed  aequalia  tantum. 
Hic  basis  trianguli  totius  esset  eiou-^  crus  porro  reliquum  ux,  è 
segmentis  if,  ov,  uf,  compositum  intelligatur. 

Prop.  XVIII.  Ejusdem  loxodromm  segmenta  inler  par allelos  cír- 
culos cequali  inlenudlo  disjtinctos  intercepta  sunt  aqualia.y> 

Ainsi  Sneli.ius  se  propose  de  démontrer  qu'7/w  are  de  loxo- 
dromie  est  comme  Vhypolíunuse  d'un  Irianglc  rectangle  piau  ap- 
pliqué  sur  la  surface  de  la  sphère,  et  dont  un  côté  est  égal  a  la 
distance  des  deux  parallèles  entre  lesquels  il  est  contenu.  Pour  cela 
il  imagine  des  méridiens  et  des  parallèles  coupant  la  courbe 
en  des  points  três  voisins  qui  la  divisent  par  exemple  en  plus 
de  mille  parties  égales;  ces  portions  d'arcs  circulaires  et  loxo- 
dromiques  diftèrent  de  leurs  cordes  aussi  peu  que  possible,  et 
forment  une  suite  de  triangles  rectangles  non  seulement  sem- 
blablcs  mais  égaux,  dont  les  còtés  peuvent  éli'e  consideres 
comme  les  éléments  du  triangie  rectangle  ayant  pour  còtés  Tare 
donné  de  la  loxodromie  et  ceux  du  méridien  et  du  parallèle 
qui  sous-tendent  ce  mèine  are. 


Sur  les   Cogitata  physico-malhematica,   de  MF.RSE^^E  (Paris, 
1644). 

On  sait  que  c'est  Robervat.  qui,  le  premier,  a  eu  Tidée  de 
Ia  comparaison  des  ares  de  Ia  paiabole  et  de  la  spirale,  cjm- 
paraison  justifiée  depuis  par  Pascal  et  réduite  a  son  príncipe 
par  Gregory. 
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Cette  découverte  ;i  été  rapportée  par  MERSE^NE,  dans  sou  ou- 
vrage,  et  elle  est,  senible-t-il,  de  nature  à  justifier  Ia  nienlion 
qui  va  eii  étre  laile, 

«De  pai"abola  helici  Auciiimkd.i:  aícjuali.  Ciiin  liícc  ajji^ereni,  vir 
doctus  lineain  aliquani  lectani  proposuit,  qiiain  prima;  revolu- 
tioni  abcdefn  helicis  asqualeni  credehat,  quam  tamcn  revolu- 
lionem  linea  recta  proposila  niaioreni,  eamque  parabohe  GT 
aBqualem  Geometra  noster  (^)  demonstravit. 

Ut  auteni  parábola  reperiatur  squalis  pnedicta*  beliei,  GS 
axis  parabolse  sequalis  intelligatur  senii-circiiinfereiítice  N^^n, 
cuius  semi-diair.eter  ag,  cui  ordinata  wST  sit  aequalis  parábola 
inter  G  et  T  intercepta  helicis  primie  revolutioni  íequalis  erit: 
si  vero  tangens  MG  dividatur  in  quotuis  partes  parti  GQ,  sive 
ST,  sive  ag  aequales,  verbi  gratia  in  QN,  ^R,  A  UINl,  ])roduca- 
turque  parábola  (ÍT,  donec  ei  applicetur  ordinata  GN  verbi 
causa  in  X,  tnnc  parábola  GX  aequalis  erit  duabus  priniis  revo- 
lutionibus  helicis. 

Denique  si  prodiicatiir  semper  donec  ei  applicentur  ordinalae 
GH,  GíM,  etc.  sequalis  erit  iribus,  aut  4  priniis  hélices  revo- 
lulionibus,  et  sic  in  infinituni. 

«Quod  ut  clarins  ex  parabolíe,  d  hélices  generatione  intelli- 
gatur, notanduni  duplicem  esse  motum  puncti  helicem  descri- 
bentis,  unus  sequabiiis  est  secundum  rectam  lineam,  alter  se- 
cunduni  circuniferentiam  intequalis,  quippe  perpetuo  crescit; 
cuius  velocitas  si  suniatur,  verbi  gratia,  in  puncto  n,  deincepsque 
nec  augeatur,  neque  niinuatur,  ciiculum  descriptura  sit,  cuius 
semi  dianieter  an,  idemque  fiet  in  alijs  punctis  hélices  in  recta 
an  producta  suniptis,  quae  cuni  dupla  erit  na,  dupla  enim  erit 
motus  velocitas,  quíe  circumferentiam  préEcedentis  duplain  des- 
cribet,  á-  ila  de  reliquis  in  iniinituni. 

((Punctuni  etiain  cpiod  describit  parabolain,  fertur  duobus 
motibus,  priniò  cfquabili  secundum  recitam  (iQN,  á-c.  Secundo 
iuxta  rectas  GV,  d-  alias  ei  parallelas  a  punctis  Q,  N,  1\,  M,  in 
VI  rectam  perpendiculares,  sed  inípquabili,  hac  lege  vt  si  pun- 
ctum  illud  sumatur  in  T,  velocitas  illius  tanta  sit  quanta  requi 
ritur  vt  quo  tempore  percurrit  rectam  (iS,  vel  QT  ícquabili 
motu,  eodem  tempore  percurrere  possil  duplam  ipsius  GS,  puta 
SV,  si  velocitas  non  nmtetur. 

«Sed   alio   motu   pertrasiit  GQ  eodem  tempore,  igitur  pun- 


(•)  Dans  les  errata  il  donne  le  monita  qui  voici :  «Me  quoties  Geometram 
nostrum  in  istia  tractatibus  appellaui,  Cl.  V.  Roberuallium  intellexisse, 
quem  in  singulis  mathematicee  partibus  noui  versatissimum». 
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ctum  a  \n  hélice  percurrit  ag,  vel  an  motu  aequabili,  eodem 
punclum  G  percurrit  GQ  motu  aequabili,  á  eodem  tempore 
punctum  a  in  linea  na  existens  secundo  motu  percuri^eret  cir- 
cumferentiam  circuli  primae  revolutionis,  cuius  an  semidiameter. 
Punctum  autem  G  in  T  secundo  motu  iuxla  directionem  QT 
pertrasiret  duplam  SG  praedictae  cii"cumferentise  aequalem,  cum 
GS  statuatur  semicircumferenlise  sequalis,  sunt  igitur  utriusque 
duo  illi  niotus  íequales  in  omnibus  sui  cursus  instantibus,  á 
componuntur  secundum  aequales  ângulos,  nempe  rectos,  lineas 
igitur  fequales  describunt,  vnus  quidem  helicem,  alter  parabo- 
lam;  idemque  demonstralur  de  cseteris  reuolutionibus.  Hoc 
autem  problema  facilè  redditur  ex  hypothesi  quadratura  circuli, 
cum  enim  Auchimedes  demonstravit  circulum  helici  sequale,  á 
parabolíe  quadratura,  statim  atque  supponitur  quadratu  sequale 
circulo,  nil  inuentu  facilius  quiim  parábola  helici  sequalis,» 

Comme  on  vient  de  le  voir,  Robervai.  considere  la  parabole 
GX  et  la  spirale  aen  produites  par  le  mouvement  de  deux 
points  se  mouvanl:  Tun  uniformément  sur  le  rayon  ag  tournant 
uniíormément  au  tour  du  point  fixe  a\  —  Tautre  unilbrniément 
sur  la  droite  GN,  qui  se  meut  elle-mème  parallèlement  avec 
une  vitesse  telle  qu'elle  arrive  en  VI  dans  le  double  du  remps 
qu'elle  met  à  parvenir  en  ST.  Si  GV  est  le  quadruple  de  GS  •, 
—  le  paramètre  GS  de  la  parabole  étant  égal  ;i  la  demi-circon- 
férence  de  rayon  an,  et  ces  deux  lignes  étant  parcourues  dans 
le  mème  temps. 

Les  vitesses  sur  GQ  et  sur  an  étant  égales,  celles  des  deux 
points  mobiles  dépendent  donc  seulement,  Tun  de  la  vitesse  de 
la  droite  GQ  parallèlement  a  elle-mème,  et  Tautre  de  la  lon- 
gueur  mème  du  vecteur;  elles  sont  par  suite  égales,  et  de  plus 
elles  font  des  angles  égaux  avec  les  droites  mobiles:  les  ares 
décrits  sont  donc  égaux. 

RoBERVAL,  au  lieu  de  considérer  la  direction  de  la  tangente 
et  les  diíTérentielles  de  Tabscisse,  de  Tordonnée,  du  vecteur  et 
des  ares,  compare  les  vitesses  avec  lesquelles  ces  éléments  se- 
raient  décrits,  ce  qui  revient  évidemment  au  mème  mais  parait 
plus  clair  et  plus  exact,  parce  que,  —  comme  Ta  fait  remarquer 
Lagrange,  —  ridée  de  vitesse  semble  au  premier  abord  une  no- 
tion  simple. 

Touteíbis,  bien  qu'il  signale  la  possibilite  d'une  démonstra- 
tion  rigoureuse,  on  a  pu  se  demander  s'il  était  lui-mème  bien 
sur  de  ses  déduclions ;  c'est  du  reste  ce  qui  a  amené  Pascal  à 
établir  sa  propre  démonstration  h  la  manière  des  Anciens,  pour 
la  rendre  inattaquable. 

On  verra  du  reste  que  le  raisonnement  de  Roberyal  revient 
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à  la  considération  des  trois  relations 

£C-  =  y,     ?o==^o),     íi?  =  p, 


d  Ou  on  tire: 


Le  livre  de  Mersenne  contient  également  la  inélhode  des  tan- 
gentes dite  de  Rokerval,  qn'on  ne  cite  guère  que  d'après  ses 
tjeuvres  posthunies,  publiées  en  1693.  Torricelli  en  a  donné 
une  semblable  presque  en  mème  tenips,  dans  ses  Op.  geom. ; 
mais  rantériorité  des  droits  de  Roberval  parait  indiscutable:  on 
renverra  aux  extraits  incoinplets  donnés  par  Jacoli,  en  1875, 
dans  le  B.  Bo^. 


Sur  la  Quadratura  cireuli,  de  Lalouvère  (Toulouse,  1651).  (*) 

Ce  géomètre,  connu  seulement  aujourd'hui  par  les  injustes 
altaques  qu'il  eut  \\  subir  de  Pascal,  mériterait  d'ètre  lu.  Sans 
doute,  ii  est  plus  érudit  que  niatliéinatieien  et  on  ne  saurait 
trop  lui  reprocber  sa  íaligante  piolixité;  mais  on  ne  peut  lui 
dénier  la  mise  au  jour  de  quelques  idées  et  de  généralisations 
d'autant  plus  remarquables  qu'elles  n'étaient  pas  dans  le  ton 
de  Tépoque.  Sa  (Juad.  circ,  de  beaucoup  préférable  à  son  De 
cycloide,  est  le  ])remier  essai  imprime  qu'()n  ait  eu  de  géométrie 
infinitésimale  -,  et  à  ce  titre,  il  demanderait  un  cxtrait  étendu : 
toutefois  TanaUse  qui  va  suivre  pourra  en  donner  une  idée 
suffisante. 

L'auteur  étudie  plus  généralement  qu'on  ne  Tavait  fait  jusque 
là,  les  rapports  des  centres  de  gravite  des  surfaces  et  de  leur 
quadrature. 

II  compare  les  quadratures  et  les  tangentes  d'une  courbe  et 
de  sa  transformée  par  affinité  {ij\^  =  ky)  ou  par  rotation  de  Tor- 
donnée  tournant  d'un  angle  donné  autour  de  son  pied,  ou  en- 
core par  ces  deux  moyens  combines. 

G.  DE  S.^  ViNCENT,  dont  il  ne  connaissait  pas  du  reste  VOp. 
geom.,  avait  montré  à  la  manière  dEucLioE  (I.  xii,  2),  qu'un 
diamètre  partage  en  deux  parties  égales  un  segment  de  conique ; 
en  retirant  de  cbaque  demi  segment  le  triangie  maximum  qui 
peut  y  ètre  inscrit,  puis  partageant  ces  demi-segments  en  quatre 


(')  Cette  note  serait  à  intercalei-  entre  les  lignes  8  et  9,  p.  75  de  notre 
Essai  déjà  cite  (t.  iv). 
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segments  égaux  les  quatre  triangles  maximum  qui  peuvent  y 
être  inscrits,  et  ainsi  de  suite.  Lalouvère  démontre  cette  pro- 
position,  comine  on  le  ferait  élémentairement  aujourd'hui,  en 
partageant  le  segment  par  des  parallèles  à  ]a  tangente,  les- 
quelles  parallèles  sont  coupées  en  leurs  niilieux  par  le  diamèlre. 

II  étiidie  diíFérentes  lunules  coniques, 

Archimf.de  avait  obtenu  la  quadrature  de  la  parabole  en  la 
suspendant  à  un  bras  d'une  balance  per  une  de  ses  ordonnées 
et  |'équilibrant  par  une  certaine  surface  attacbée  a  Taulre  bras. 
Lalouvère  étend  cette  considération  a  une  courbe  (juelconque  : 
la  distance  a  du  centre  de  gravite  de  cette  courbe  se  deter- 
mine par  un  calcul  qu'on  représenterait  aujourdiíui  par  la  re- 
lation 

a  \'ydx  =  fxydx, 

de  sorte  que  la  transfonnée  X  =  £C,  Y  =  xy  définie  par  sa  qua- 
drature l'\d\,  donne  la  relation  de  la  quadrature  de  la  courbe 
proposée  et  de  son  centre  de  gravite:  il  appelle  cette  transfor 
mée  la  quadralix  de  la  première.  Si  la  courbe  donné  est  le 
cercle  y=V\ — íc-,  sa  quadratrix  est  le  huit  déja  remarque 
par  G.  DE  S.^  Vincem(*).    II  remarque  aussi,    comme  lui,    que 


(')  L'équation  de  cette  courbe  est  comme  ou  sait,  Y-  =  X^  —  X*. 

Si  la  courbe  proposée  est  It  cercle  y  =  \/x  —  x-,  sa  quadratrix  est 

Y  =  i  / — ^^ — ,  c.  à.  d.  uuQ  pseudo  versiera  Cest  à  la  demande  de  Lalou- 
vère que  Fermat  a  quarré  cette  courbe,  et  c'est  de  lui  que  parle  ce  dernier 
{Op.  varia,  p.  55),  quand  il  dit  que  «Hanc  vero  quíestionem  ab  erudito 
Geometra  nobis  prositam».  11  emploie  même  quelque»  ligues  plus  loin,  Tex- 
pression  tetragonismica,  qui  rappelle  le  sous-titre  du  premier  ouvrage  de 
Lalouvère:  d'ailleurs  celui-ci  le  cite  plusieurs  fois  dans  le  De  cycloide,  et 
on  sait  que  cest  à  la  suite  de  cet  ouvrage  que  Fermat  a  publié  son  traité 
Dt  Un.  curv.  cum  Un.  redis  comp.  La  questiou  se  pose  même  de  savoir  si 
ce  n'est  pas  cette  demande  de  Lalouvère  qui  Ta  amené  à  examiner  les 
moyens  de  quarrer  les  eourbes  eu  general;  toujours  est-il  qu'il  y  quarre 
égalemeut  le  huit;  le  traité  De  ^q.loc.  transm.  paraít  être  du  reste  la 
suit  du  De  Un.  curv.,  et  peut  être  Fermat  n'a  publié  le  premier  que  par 
suite  de  la  découverte  par  Van  Heuraet  et  Niel,  de  la  rectification  de  la 
semi-cubique. 

Cjuod  qu'il  en  soit,  on  voit  comment  Lalouvère  a  été  amené  à  la  considéi'a- 
tion  de  la  transformée  qu'il  appelle  quadratix,  et  de  là,  à  celle  de  la  versiera. 

Krverval  appelait  déjà  quadratrix  la  transformée 

qui  ToRRicELLi  désignait  soua  le  uom  de  Unea  HobervalUana. 
OzANAM  et  Leibniz  lont  égalemeut  appelèe  quadratrice. 
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cetle  courbe  est  produiic  par  Tatldition  des  ordonnées  des 
deu\  paraholes  y  ^  v2  -\-  x  el  y  =  v2  —  x,  ce  qui  lui  cn  donne 
imniédiatenient  la  quadralure. 

II  considere  aussi  le  corps  qu'on  tire  d'une  courbe  donnée, 
quand  on  élève,  perpendiculairemcnt  à  son  plan,  sur  cliacmu' 
de  ses  ordonnées  comine  oòlé,  un  paralIMograninie  seniblable 
à  un  parallèlogramme  donné. 

II   a   signalé   U    relalion    du   volume,    / — ^  cfx,    de    Tonglet 

(cuneus)  avec  la  surface,  /  xijdx,  de  la  quadralrix  correspon- 
dam à  une  méme  courbe;  d  oà  le  moyen  d  oblenir  une  infinité 
d'onglets  à  volumes  déterminables. 


UMA  UNHA  FÉRREA  NOTÁVEL  DO  BRAZIL 


POR 


M.  R.  Miranda  Júnior 


No  aiVno  de  1907  a  estatística  dos  caminhos  de  ferro  brazi- 
leiros.  comparada  com  a  dos  argentinos,  provocou,  da  parte  de 
publicistas  facilmente  impressionáveis,  conimentarios  pouco  li- 
songeiros  para  a  grande  Republica  portuguesa  da  America. 
Provinham  elles  da  analyse  simples  e  cega  dos  números, 

A  estatistica  dava,  com  eíVeito,  para  a  Republica  Argentina 
21:312  kilometros  e  para  o  Brazil  apenas  17:605  (*). 

E,  entrando  em  linha  de  conta  com  as  superfícies  e  popu- 
lação dos  dois  estados,  parece  enorme  a  penúria  da  rede  ferro- 
viária da  nação  irmã  de  além- mar. 

A  superfície  das  terras  brazileiras  orça  por  8.500:000  kilo- 
metros quadrados,  habitados,  n'aquella  data,  por  20.000:000 
de  almas,  emquanto  que  a  Argentina  tem  de  superfície  uns 
2.900:000  kilometros  quadrados,  comprehendidos  o  Grão  Chaco 
e  a  Palagonia,  com  uma  população  de  6.800:000  habitantes. 

E,  assim,  servindo  a  linguagem  mathematica  dos  números  de 
única  derimente  de  primasias,  deveria  o  Brazil  possuir,  para 
estar  a  par  da  republica  platina,  approximadamente  o  triplo  da 
rede  que  esta  ultima  então  possuia,  ou  sejam  uns  64:000  kilo- 
metros ! 

Mas,  para  bem  se  avaliar  o  progresso  ferro-viario  brazileiro 
e  ajuizar  dos  esforços  envidados  para  o  conseguir,  necessário 
se  torna  attender  a  muitos  elementos,  de  que  os  números  não 
faliam,  e  que,  todavia,  são  assas  ponderosos. 


{•)  As  ultimas  estatísticas  dào  respectivamente  para  a  Argentina  e 
Brazil  20.551  e  21.777  kilometres  em  trafego,  mantendo-se  quasi  a  mesma 
diflferença  existente  em  1907. 
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Bem  depressa  se  convencerá  d'isso  quem  olhar  attentamenle 
para  o  mappa  do  solo  brazileiro,  e  nniito  especialmente  consi- 
derar a  sua  orographia. 

Ao  contrario  do  que  succede  na  Aigcntina,  onde  quasi  nove 
décimos  do  território  são  constituidos  por  immcnsas  planicics, 
os  intermináveis  pampas  que  se  alonganj  para  o  lado  do  Paci- 
fico, onde  não  chegam  por  se  interporem  os  Andes  longinquos; 
no  Brazil  a  terra  levanta-se  logo,  a  poucas  dezenas  íle  kilome- 
tros,  contados  da  orla  marítima,  para  formar  os  vastíssimos 
planaltos,  de  400  a  1:300  metros  de  altitude,  que  occupam 
todo  o  interior  do  paiz,  excepção  feita  da  depressão  amazonica, 
ao  norte,  e  das  terras  baixas  do  Rio  Grande  do  Sul,  que  por 
aquella  banda  se  ligam  ás  do  Prata, 

No  seu  relevo  orographico  dcstaca-se  a  cordilheira  marítima, 
a  famosa  Serra  do  Mar,  que  limita  as  altas  terras  pelo  lado  do 
oceano,  e  que  ao  longo  d'elle  corre,  por  cerca  de  18°,  entre 
a  margem  do  S.  Francisco  e  as  do  Uruguay,  Para  leste  d'esta 
enorme  cordilheira  desenvolve-se  a  extensa  costa  oriental  do 
Jirazil,  na  qual  se  abrem  muitos  portos  de  mar,  entre  os  quaes 
se  contam  os  principaes  pela  ."^ua  posição,  condições  especiaes 
de  segurança,  e  importância  conunercial.  São  elles:  Rio  de  Ja- 
neiro, Santos,  Bahia  e,  lá  para  o  sul,  os  de  Antonina  e  Paranaguá. 

Da  posição  d'esses  portos,  collocados  quasi  na  falda  da  serra, 
que  os  separa  do  interior,  se  deduz  claramente  a  difficuldade 
extrema  que  havia  de  assaltar  a  engenharia  brazileira,  quando 
tratasse  de  estudar  a  ligação,  por  viação  accelerada,  d'esses 
portos  com  as  terras  altas,  situadas  para  além  da  formidável 
barreira  natural,  a  breve  trecho  do  littoral. 

E  é  justamente  isso  que  nos  patenteia  a  historia  das  linhas 
férreas  que,  n'aquellas  paragens,  se  tem  construído,  desde  o 
Atlântico,  com  rumo  ao  interior. 

Bastariam  essas  difficuldades  para  desfazer,  quasi  por  com- 
pleto, as  mal  contidas  impaciências  dos  críticos. 

Do  fundo  do  seu  gabinete,  e  de  olhos  fitos  no  papel  onde 
escrevem,  elles  não  podem  enxergar  os  altaneiros  montes  e  os 
profundos  vales,  atravéz  dos  quaes  se  teve  de  assentar  os  carris 
e  fazer  passar  sobre  elles  a  pesada  locomotiva,  gloria  de  Ste- 
PHENSON,  e  mãe  fecunda  do  progresso  hodierno.  E  a  própria  es- 
tatística exuberantemente  prova  o  cuidado  que  no  Brazil  tem 
merecido  o  problema  ferro-viario. 

O  numero  de  21:777  kilometros  actualmente  em  trafego 
deixa  a  perder  de  vista  os  436  kilometros  construídos  até  1865, 
e  traduz  de  modo  evidente  o  trabalho  produzido  atravéz  de 
mil  difficuldades  e  despezas. 
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Não  é  nosso  intento  demonstrar  os  esforços  que,  no  seu  ca- 
minhar progressivo,  o  liiazil  tem  feito  a  fim  de  se  collocar  a 
par  de  algumas  nayõos  mais  adcantadas;  mas,  antes  de  descre- 
vermos o  caminho  de  (erro  que  expressamente  visitámos,  por 
ser  um  dos  mais  curiosos  e  pittorescos  alli  existentes,  consigna- 
remos qne,  no  próximo  anno  de  1911,  a  rede  ferro-viaria  bra- 
zileira  deve  contar  24:500  ivilometros  em  trafego,  numero  digno 
de  nota  coinparando-se  com  alguns  datlos  europeus,  onde  enfi- 
leiram a  França  com  40  milhões  de  habitantes  e  48:000  kilo- 
metros,  a  Allemanha  com  64  milhões  de  habitantes  e  58:000 
kilometros,  a  Bélgica  com  8:000  kilometros  pai^a  7  milhões  de 
habitantes. 

Deixando  agora  a  monótona  aridez  dos  números,  essencial  a 
toda  a  histoi'ia  económica,  esbocemos  o  traçado  do  caminho  de 
ferro  que  liga  o  porto  de  Paranaguá  á  capital  do  Estado  do 
Paraná- — a  cidade  de  Curityba. 

Essa  linha,  ha  bastantes  annos  em  trafego,  não  é  assas  co- 
nhecida ainda.  iMesmo  no  lirazil  pouca  gente  falia  delia;  e, 
comtLido,  merece  bem  uma  visita  e  podemos  asseverar,  sem  re- 
ceio, de  sermos  desmentidos,  que  na  Europa  é  difficil  encontrar 
outia  que  lhe  leve  a  palma,  principalmente  quanto  á  grandio- 
sidade da  paisagem  e  ao  arrojo  e  solidez  das  obras  de  arte. 

E,  sob  este  ultimo  ponto  de  vista,  é  lisongeiro  mencionar  a 
gloria  que  da  sua  construcção  resultou  para  a  engenharia  bra- 
zileira,  que,  n'uma  época  relativamente  afastada,  e  sem  os  re- 
cursos de  hoje,  soube  vencer  difficuldades  extraordinárias  e 
apresentar  trabalhos  que  a  honram  e  enaltecem. 

Inaugurada  ha  mais  de  25  annos  (a  5  de  fevereiro  de  1885), 
a  estrada  do  Paraná  é  um  verdadeiro  padrão  de  gloria  para  os 
engenheiros  que  a  construiram  e  nada  fica  a  dever  em  solidez 
e  belleza  de  traçado  a  outras  similares  da  Europa,  como  a  que 
liga  Lucerna  a  jMilão,  atravéz  do  macisso  do  Gothardo,  e  a  que 
actualmente  se  ultima,  pelo  r.iacisso  do  Loetscliberg,  e  que  porá 
a  capital  da  Suissa  em  ligação  directa  com  a  capital  da  Lom- 
bardia. 

Cinco  annos  durou  a  construcção  (1880-1885)  e,  para  bem  se 
avaliar  das  difficuldades  vencidas,  bastará  dizer-se  que  a  linha 
conla  41  pontes  e  viaductos  e  nada  menos  de  15  túneis  com 
uma  extensão  total  de   1701,50  metros. 

E  todas  estas  obras  se  fizeram  n'uma  região  onde  leina  a 
matla  virgem  e  sulcada  de  cursos  de  agua,  alguns  dos  quaes 
torrentosos,  como  o  Ypiranga. 

O  caminho  de  ferro  mede,  desde  Paranaguá  a  Curytiba, 
110,386  kilometros. 


E.  de  Ferro  do  Paraná 

Viaducto  do  Presidente  Carvalho.     (Km.  60-|-'?04  ms.) 
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Transposto  o  kilonietro  80,  era  que  ella  attinge  a  cota  mais  alta 
(955  metros  acima  do  nivel  do  mar),  e  depois  de  passado  o 
túnel  Jiiais  longo,  o  de  Roça  Nova,  com  i'2!)  metros  de  compri- 
mento, a  linha  segue  sem  diflíiculdade  até  Curityba,  alravéz  dos 
largos  campos  do  elevado  planalto. 

A  parte  mais  trabalhosa  da  construcção  começa  no  kilo- 
metro  42,  em  que  termina  a  zona  baixa  e  pantanosa  e  onde  se 
inicia  a  subida  dos  abruptos  contrafortes  da  vasta  Serra  do 
Mar. 

Na  estação  de  Porío  de  Cima  (bem  visivel  na  planta  junto  ao 
kilometro  50)  já  a  cola  attingida  é  de  283  metros,  sendo  o  de- 
clive médio  inferior  a  3  *^/o  nesses  poucos  kilometros. 

De  Porto  de  Cima  em  deanle  é  que  o  traçado,  procurando 
vencer  os  obstáculos  naturaes,  se  torce  em  successivas  curvas 
e  salta  de  encosta  a  encosta,  ou  por  meio  de  pontes  e  viadu- 
ctos,  ou  por  túneis  repetidos,  como  se  pode  bem  avaliar  pelo 
exame  attento  da  planta  entre  os  kilometros  50  e  GO  e  ainda 
entre  este  e  o  kilometro  70,  constituindo  este  ultimo  trecho  a 
parte  mais  bella  e  lambem  a  mais  difficil  de  toda  a  linha. 

Entre  os  kilometros  50  e  60  está  situado  o  túnel  de  Sanga 
Funda,  com  126  metros  de  extensão,  e  a  Volta  Grande,  formi- 
dável lacete,  em  que  o  traçado,  obrigado  pelo  forte  declive  do 
terreno,  volta  sobre  si,  subindo  sempre,  até  altingir  a  vertente 
da  Serra  do  Taquaral,  para  onde  passa  pelo  viaducto  Presidente 
Carvalho  (*),  de  viga  cheia,  com  o  qual  se  evitou  um  túnel  de 
construcção  difficil  e  que  é  uma  obra  de  arte  notável,  com  os 
seus  6  vãos  separados  por  5  pilares  gigantescos  na  sua  altura, 
parecendo  mais  sustentar  a  elevada  montanha  a  que  se  encostam, 
do  que  os  trilhos  que,  em  curvas  apertadas  de  90  a  100  me- 
tros de  raio,  supportam  a  locomotiva  suspensa  do  abvsmo,  em 
cujo  fundo  corre  o  rio  Itvpara. 

Um  pouco  adeante  do  viaducto  está  o  túnel  denominado  do 
Rochedo,  por  ser  cortado  em  rocha  viva,  com  144  metros  de 
extensão,  apóz  o  qual,  e  depois  de  atravessar  o  Rio  de  S.  João 
sobre  uma  ponte  a  58  metros  acima  do  nivel  da  agua,  a  linha, 
galgando  sempre  novos  montes,  chega  ao  famoso  Pico  do  Diabo, 
que  levanta  o  seu  cume  a  mais  de  1:000  metros  de  altitude,  e 
que  é  cortado  por  3  túneis  quasi  seguidos,  havendo  entre  elles 
um  pequeno  mas  atrevido  viaducto,  d'onde  se  avistajn  as  mon- 
tanhas fronteiras  ao  Pico,  e  lá  em  baixo,  nuiito  ao  fundo,  a  ria 
de  Paranaguá. 


(1)  Vide  a  estampa. 


94 


Passado  este  ponto  do  traçado,  que  se  pode  bem  denominar 
o  bello-horrivel,  por  deixar  entrever  ao  mesmo  tempo,  as  aspe- 
rezas dos  montes  eriçados  de  arvoredos  e  jirecipicios  e  a  tran- 
quilla  superfície  azulada  da  bahia  longinqua,  cáe-se  no  valle  do 
Ypiranga,  rio  caudaloso  e  extenso  que,  descendo  do  planalto, 
vae  desaguar  no  Nhundiaquara,  que  leva  as  suas  aguas  até  o 
mar. 

As  margens  do  Ypiranga,  alcantiladas  e  húmidas,  alimentam 
uma  vegetação  exuberante  e  luxuriosa,  verdadeira  selva,  por 
entre  a  qual  escachòa  o  rio,  formando  varias  quedas  de  agua 
notavelmente  bellas,  como  a  denominada  Véo  de  JSoiva. 

Três  vezes  o  rio  é  cortado,  aos  kilometros  66,51,  68,90  e 
72,09,  por  outras  tantas  pequenas  pontes,  até  que,  afastando-se 
de  vez,  a  linha  attinge,  ao  kilometro  80,  a  cota  mais  elevada 
e  transpõe  o  ultimo  contraforte  da  serra  com  o  túnel  de  Roça 
Nova  como  ficou  dito  já. 

Bella,  como  é,  a  estrada  do  Paraná,  dentro  em  pouco,  nào 
poderá  satisfazer  as  exigências  do  trafego  naquelle  estado  bra- 
zileiro,  tão  adequado  a  uma  larga  colonisação  europeia. 

De  bitola  reduzida  (1  metro)  e  mal  servida  quanto  a  material 
de  tracção,  de  typo  americano,  satisfaz  com  difficuldade  ás  ne- 
cessidades do  commercio  sempre  crescente,  e  que  mais  avul- 
tariam ainda  se,  como  bem  necessário  se  torna,  os  portos  de 
Paranaguá  e  Antonina,  cjue  a  estrada  serve,  fossem  melhorados 
convenientemente,  facilitando  o  desembarque  de  mercadorias  e 
de  passageiros. 

Com  certeza,  aquellas  altas  serras,  que  a  linha  S(5be,  seriam 
mais  frequentadas  por  viajantes  de  bom  gosto,  se  ás  bellezas  lo- 
caes  se  alliasse  mais  conforto  e  cominodidade  nas  carruagens 
destinadas  aos  passageiros. 

São,  eífeclivamente,  pouco  ou  nada  commodas  as  que  actual- 
mente servem.  Acanliadas  em  extremo  e  de  janellas  mui  estreitas, 
não  permittem  que  se  disfructe  á  vontade  o  grandioso  pano- 
rama. Seria  para  desejar  que  se  adoptassem  alguns  dos  typos 
usados  em  linhas  siuiilares  dos  Estados  Unidos  ou  da   Suissa. 

O  melhoramento  devia  estender-se  ao  material  de  tracção,  que 
precisa  ser  substituido  por  uiachinas  que  se  amoldem  melhor 
ao  perfil  e  planta  da  linlia,  que  seria  mais  bem  servida  por  lo- 
comotivas articuladas  do  typo  Mullet  ou  ainda  pelas  não  arti- 
culadas do  typo  Goelsdorf  dos  caminhos  de  ferro  austríacos. 

Ao  terminar  esta  rápida  e  fugidia  descripção  de  uma  ferro- 
via brazileira,  fazemos  votos  por  que  a  nação  irmã  não  esmo- 
reça e,  com  os  largos  recursos  de  que  dispõe,  aperte  cada  vez 
mais  as  malhas,  ainda  largas,  da  sua  rede  ferro-viaria  e  dentro 
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ein  pouco  íaça  correr  nas  eininaranhadas  selvas  do  Amazonas 
a  veloz  locomotiva,  pondo  assim  em  contacto  mais  intimo  e 
ligação  mais  directa  a  velha  Europa  com  a  j'egião  talvez  mais 
nova  do  mundt)  inteiro — a  Amazónia — que  parece  coeva 
do  levantamento  Andino  o  qual  fechou,  pelo  lado  occidental, 
o  vasto  canal  terciário  que  separava  então  os  planaltos  hrazi- 
leiros  dos  das  Guyanas. 

Porto,  5  de  dezembro  de  1910. 


UNA  VISITA  BOTÂNICA  AL  RiFF 

(Abril,  Mayo  1910) 


POR 


Caelos  Pau 


La  noche  dei  26  de  Abril  sali  de  Valência  directamente  para 
Mellila  en  el  vapor  Villaneal ;  y  el  dia  28  \a  estaba  herbori- 
sando  por  los  alrededores  de  la  plaza.  Las  cercanias  son  de 
una  aridez  que  desaj^radan ;  unicamente  por  las  vertientes  que 
miran  ai  rio,  y  sin  salir  de  la  zona  protegida  por  los  fuertes, 
se  encuentran  formas  curiosas.  En  seguida  me  di  cuenta  de  la 
vegetacion  totalmente  oranesa  ;  y  hasta  las  espécies  nuevas  no 
escapai!  a  esa  afinidad,  Y  por  si  alguien  sospechara  que  mi 
viaje  pudiera  haber  sido  subvencionado,  permitaseme  consignar 
aqui,  que  se  debió  á  mi  bolsillo  particular  y  á  mi  curiosidad 
no  totalmente  cientifica. 

Una  de  las  plantas  que  me  lia  mó  muy  prontamente  la  aten- 
cion  fué  el  Asphodelus  lenuifolius,  Cav.,  vivicndo  vezclado  y  en 
compania  dei  A.  fislulosus  L.  Resulta  una  reproduccion  exacti- 
sima  dei  segundo:  pêro,  en  ])roporciones  reducidas.  Busque 
inutilmente  las  numerosas  formas  intermédias  de  que  nos  babla 
Bali  {formae  plurhnae  iniennediae,  p.  693).  ó  hibridas  de  las  dos 
«espécies»  y  no  pude  descubrilas.  Es  frecuente  y  abundante, 
tanto  aqui  en  Melilla  como  en  todo  el  terreno  visitado,  la  Ca- 
lendula  algeriensis  B.  R.  El  Convolvulus  suffruticosus  Desf.,  pêro 
una  variedad  que  la  creo  nueva,  en  los  ribazos  de  los  campos. 
En  sitios  incultos  Eupliorbia  medicaginea  Boiss.  var.  oblongifolia 
Bali,  Galium  Bovei  B.  R.,  Onobrychis  ligulifera  Pau  n.  sp.,  Li- 
num  Moroderorum  Pau  nov.  sp,,  Galaclites  Durieui  Spacb,  Cen- 
táurea calcitrapa  L.,  C.  eriophora  L.,  Leonlodon  vernus  (Salzm. 
sub  Apargia),  Echinops  spinosus  L.  var.  latiseclus,  Carduus  leplo- 
cladus    D.    R.,    Fumaria    agraria    Lag.,     Calycotome   intermédia 
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Presl.,  Onoim  sicula  Guss.,  Fumaria  glutinosa  lioiss.,  Helian- 
tliemum  apenninwn  (L.)  var.  iiov.  riffeuvi  Pau,  que  la  tome,  par 
el  color  rosado  de  los  pétalas  por  H.  virguluni  (Desf.)  P.,  Ero^ 
(Hum  murcicum  (Cav.  !)  Willd.,  Cicorium  divaricatum  Scliousb., 
Cynoglosium  cheinfoHum  \..  var.,  Linarxa  líffca  Pau  n.  s[).,  Ma(- 
ihiola  parvi flora  11.  lir. 

Al  dia  siguienie  sali  de  nuevo  ii  lierboii/ar ;  pêro,  la  lluvia 
me  líizo  volverme  ligero  dei  campo.  La  tarde  fué  sacrificada  à 
los  amigos:  y  a  la  manaria  salimos  para  Nador  en  el  tren  mi- 
nero. Con  dos  caballerias  dei  pais  y  su  amo  morilo,  sali  con 
direccion  à  la  alcazaba  de  Zeluan  acompanado  sólamente  de  uu 
traficante,  a  donde  llegué  à  la  caida  de  la  tarde.  Impaciente 
por  conocer  las  cercanias,  bajainos  ai  rio,  v  en  unos  penascales 
de  su  inaigen  derecba  descubri  espécies  interantissimas  ;  pêro, 
antes  de  llegar  ai  cauce,  enlie  las  matas  lenosas,  beiboricé  la 
planta  argelina  Cordilocarpus  muricatus  Desf. 

En  los  panascales  indicados  existen  espécies  que  luego  no 
pude  ver  fuera  de  este  sitio,  como  son:  Lavutera  mariliina 
Gouan,  Coronilla  juncea  L.,  Centauiea  fragilis  Durieu,  C.  invo- 
lucrala  Desf.,  Linum  corymbiferum  Desf.,  Thymus  Munbyanus 
B.  R.,  Colyledon  gaditanus  (B.  R),  ctc. 

Al  dia  siguiente  fuimos  ;i  la  Punlilla,  y  apenas  nos  apartamos 
un  kilomelro  de  Zeluan,  vendo  por  la  ribazada  dei  rio,  me 
llama  la  atencion  el  Astragalus  lanígerus  Desf.  y  Pleranlhus  echi- 
?iatus  Forsk.  I.a  vegetacion  no  es  variada:  y  tanto  esta  visita, 
como  la  liecha  rio  de  Zeluan  abajo,  basta  el  Marabo,  no  me 
produjeron  abundante  coseclia.  Sin  embaigo;  en  la  Puntilla  vi 
abundar  la  Urgínea  Scilla  Stcinh,  que  no  vi  en  otra  parte;  y 
bajando  ai  Marabut  lambien  lierboricé  espécies  tan  interesantes 
como  la  AchUluea  sanlolinuide/;  Lag. 

La  berborizacion  más  importante  y  más  provecbosa  para  mi, 
íué  la  realizada  ai  campamento  de  Bu-guen-zen  —  Corazon  de 
toro.  Pertene  à  la  sierra  cercana  y  nos  da  alguna  idea  sobre  la 
cordillera,  Posee  alguna  falda  de  exuberante  vegetacion  y  bacia 
las  cumbres,  rocas  peladas  sirven  de  refugio  \\  espécies  interes- 
santes. La  llanura,  desde  Zeluan,  j)resenla  una  flora  diversa 
de  la  (jue  ])roducc  la  que  se  extiende  desde  Nador  \\  Zeluan; 
porque,  Tauima  no  nos  proporciono  ni  una  sola  espécie  diversa. 
Me  parece  algo  moutana  à  montanosa  la  zona  zeluana  ;  sin  em- 
bargo, no  lejos  de  Zeluan  iccogi  una  «espécie»  nueva  para  la 
flora  africana  y  (pie  cu  Luropa  liabita  dentro  de  la  zona  mari- 
tima.  Me  rcfiero  ii  la  Wéingaerlneria  canescetis  Brnli,  var.  ma- 
cranthera  (B.  et  R.)  Pau.  —  C  macrantherus  B.  R.  —  Coryne- 
phorus  canescens  Web.  var.  viaritimus  G.  et  G. 

VoL.  Yi  —  N.»  2  3 
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Igualiuenle  en  Ias  cercanias  de  Zeliian  descubri  olra  espécie 
nueva  para  la  flora  africana:  la  umbelilera  Bunium  Bulbocasla- 
num  H.  f.^  B.  minus  Gouan. 

En  los  sitios  incultos  existian  Can/uus  leplocladus  D.  R.,  Cam- 
pânula afia  Cav.,  Zolliltojeria  mníicaulis  B.,  SpUzelia  cupuligeia 
D.  R.,  Hyoseris  scabra  L.,  Lycivn  intiicatuni  lioiss.,  Solenan- 
thus  lanalus  DC,  Arilin hinum  inícrocarpum  Poinel,  Sahia  virt- 
(lis  L.,  S.  bicolor  Dcsf. ,  Marrubhim  Jlijssoii  L.,  Ballola  hispânica 
(L. !  notnine  Munubii)^=  B.  hirsuta  Renth.,  Teucrium  Polium 
L,  var.  Acfiaemenis  Schrb.,  íris  Sisyrinchium  L.,  Verbena  supina 
L.  f.^  erecta!  caulibus  omnino  ercclis,  Jrisanun  vulgare  /arg. 
var.,  Muscari  comosum  'SUU.,  =  fíyacinlhus  romanus  Schousb., 
Juncus  mari'imus  Lamk  et  J.  acutus  L,,  Cyperus  distachyos  Ali., 
Carex  Halleriana  Asso,  Biscutella  Lyrala,  L.,  Viola  arborescens 
L.,  Polygala  rupestris  Pourr.,  Velezia  rigida  L.,  Silene  cerasítoi- 
des  L.,  S.  apetala  AVilld.,  Sper guiaria  marina  (L.),  S.  diandra 
Guss.,  Arenaria  procuinbens  Valil.,  Erôdium  gullulum  Desf., 
Ononis  reclÍ7iata  L.,  Trigonella  monspeliaca  L.,  Lotus  édulis  L., 
X.  ornithopodiuides  L.,  L.  Allionii  Desv.,  Scorpiurus  sulcala  I^., 
Sc.  vermiculata  L.,  Biserrula  Pelecinus  L..  Sedum  glanduliferum 
Guss.,  Aizoon  hispanicum  L.,  Bupleurum  miniinum  Loeíling, 
Apium  graveolens  l^  ,  Foeniculuvi  vulgare  Gaenr.,  Fedia  Caput 
bovis  Pomel,  Scabiosa  inonspeliensis  lacq.,  ele,  etc, 

De  Zeluan  a  PSador,  excepto  el  ceirillo  de  Tauima,  se  exliende 
una  pradera  de  unos  doce  kilometros:  la  vegetacion  es  bastante 
uniforme  y  de  suelo  fangoso,  por  las  recientes  lluvias;  siendo 
imposible  hacer  el  caniino  a  pié.  Abundan  Althaea  longiflora 
R.  et  R.  var.,  Lavatera  triínesliis  L.,  Onopordon  macracanthum 
Scbousb.  y  su  variedad  de  escamas  dei  anlodio  mucbo  meno- 
res. Amberboa  muricata  DC,  Silybum  Marianum  Gaertn.  y  S. 
eburneum  Cosson,  Scolymus  hispanicus  L.,  y  S.  maculatus  L  , 
Nulobasis  syriaca  Cass.,  ...  y  lenosas  dominantes  Wilhamia 
frutescens  Panq.,  Caparis  spinosa  L.,  Fagowia  cr  ética  L.,  Zizy- 
phus  Lotus  Lamk.,  etc. 

Terminaré  estos  ligeros  apuntes  con  la  indicacion  de  algunas 
formas,  que  juzgo  nuevas  para  la  ciência. 

Liiuum  Meroderornm  n.  sp. 

Totus  babilus  L.  grandifloro,  sed  foliis  cuspidatis  corola  nii- 
nori  sepalis  latioribus  brevioribusque,  capsula  sepalis  duplo 
longiora  optime  diversum. 

Ob  capsulam  ad  L.  decumbentem  magis  accedit,  sed  foliis, 
petalis  et  capsulis  diversum. 
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Hedy^iaruni  Zelaanum  n.  sp. 

Gr.  Eleutlierotiom  Boiss.  —  Sat  robuslum  oaulibus  lierba- 
ceis  diffusis  prosti-alis  40-oOVmi  slipulis  linnearibus,  foliis  5-7 
jugis,  foliolis  oblongis  glabriusrulis,  calycis  clentibus  su])iilalis 
tubo  quádruplo  loiígioribus,  raceino  denso,  loniento  2-í  aiti- 
culato,  arliculis  orbicularibus  |)ubí'sc'cntibus  niuricatis. 

Onobrydriíi»  liji^ulifera  n.  sp. 

Aiuuia  pluricaulis  caulibus  proslratis  siniplicibus,  stipulis 
ovato-lanceolatis  abinipte  arisUilo  cuspidalis,  loliis  4-7  jugis  fo- 
liolis oblongo-cuneatis  eniaiginato  mucronatis,  íloribus  solilaris 
vel  geniinatis,  calycis  lubo  brevissinio,  basi  latissiuia  abrupto 
aristalis,  acuinine  capillari,  corolla  clandestina,  Icguniinibus  fa- 
ciebus  spinosis,  sutura  nienibranacea  varie  secla  laciniis  liguli- 
íorinibus. 

Species  insignis  :  O.  Maliilensi  próxima. 

Coiivolvulus*  sufiTratícosus  Desf.  var.  melliflorus  n.  var. 

Multicaulis  et  hirsulus,  caulibus  decuinbentibus  foliis  bre- 
viter  petiolalis  ovalo-oblongis,  peduncalis  axilaribus  bifloribus 
ftjlio  duplo  longioribus  sub  flore  bracteatis,  sepalis  dense  seri- 
ceis  lanceolalis  corolla  niellicolora  ovário  pubesccnte. 

Flores  onuiino  C.  supino  Coss.  sed  folia  C  suffrulicoso  Desf. 
—  Zeluan. 

var.  MelUIeiise  n.  vai-. 
Folia  breviora,  pedunculis  niinoribus.  Corola  caerullea.  —  Me- 
lilla  et  Zeluan. 

Liinaria  Riflea  n.  sp. 

Lin.  virgatae  Desf.  príjxinia  sed  frons  L.  Duelii  Coss.  Glabra, 
glauca,  annua,  caulibus  decumbentibus,  foliis  ovatis  surculoruni 
linearibus,  floribus  ad  axilas  solitariis  pedunculis  5"Y„,  triplo 
bi'evi()ribus  folio,  frucliferis  semper  erectis,  calycis  laciniis  lan- 
ceôlatis  cuspidalis,  corollae  23"™/n,  subalbidae  calcare  gracili  IC"/,,, 
capsula  calyce  breviore,  seniinibus  oblongis  lubei'culatis.  —  Ze- 
luan, Mellila.  Vidutur  sp.  óptima. 


CORRECTIONS  OF  THE  PRECEDING  PAPER 
ON  THE  CRITERION  FOR  AN  EXTREME  OF  A  FUNCTION 
OF  ONE  REAL  VARIABLE» 
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TSURUICIII  Hayashi 
of  the  Tokyo  Koto  Shiban  Gakko,  Japan 


In  ihis  Annaes,  tomo  iv,  1909,  I  have  enuncialed  a  criterion 
for  an  extreme  of  a  function  of  one  real  variable,  whicli  is  more 
extensive  tlian  usual,  and  applied  it  lo  the  solulions  of  some 
examples  involving  some  peculiarities. 

In  that  paper  §   10  (2),   I  have  slated  that  those  whicli  we 

understand  as  the  values  of  f  {x),  f  (x), for  x=-  a  or  at 

the  point  x  =  a,  are  respectively 

But  it  is  right  to  put 

A=0 


r'(«)  =  Lim  ^ 


f"  [a)  =  lAm ~ — -,  etc, 
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because  the  two  expressions,  for  instance, 

Lim  -í-^ ,     1.  c.     f"  {a) , 

fc=o  ^ 

and 

/'(a  +  2/^)-2/^/(rr  +  /^)  +  /-(^) 

are  not  necessarily  equal.  The  lalter  expression  may  have  a 
definite  limit  and  yet  the  former  expression  may  not  exist,  or 
even  f  (ft)  may  not  exist  (*). 

This  correclion  having  been  done,  the  sohwions  of  the  thrce 
cxamples  in  my  preceding  papei*  nmst  be  chang^ed.  However 
the  pecuHarities,  \vhich  I  have  aimed  to  wrile  down  there,  never 
vanish.  On  the  conlrary,  some  more  remarkable  things  take 
place  in  their  solulions  as  is  shown  next. 

Ex.   (1)  f(x)=x^sm  —  +  cxK  {^) 

WheníB=:l=0, 

f  (x)  =  3;»^  sin x  cos \-  2cx , 

^    ^  X  X 

so  that  Lim  f  (x')  =  0  ;  and 

h^  sin  -T-  +  ^^ 

f(0)  =  Lim =  0. 

;í=o  n- 

Hence  f  {x)  is  continuous  at  x^-{). 

For  the  second  diflercntial  coefficient  f"  (x),  we  nmst  proceed 
as  follows. 

When  X  :r|=  O 

/"  (íc)  =  6a;  sin 4  cos sin  ^  +  2c  , 


(' )  Cf.  O.  Stolz,  Giundziige  der  DifFerential  —  und  Integral  —  rechnung, 
I'"  Theil,  p.  93,  1893,  or  E.  W.  Hobson,  Tlieory  of  Functions  of  a  real  va- 
riable,  p.  '276-277,  1907.  For  this  rcmark,  my  thanks  are  duc  to  my  frieiíd 
Mr.  K.  Ogura. 

(2)  Formerly  I  have  treated  the  case  c  — 1,  But  it  seems  to  be  iuteres- 
ting  to  try  the  sohitions  forvarious  values  of  c.  This  change  has  been  sug- 
gested  by  Mr.  K.  Ogura. 
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so  that  Liin/"(íc)  is  indelenninate ;  and 

3/'2sin-i-  — Xcos  — +  2f^- 
f  (0)  ^  Lim '- . '- 

=  Lim  (  3^-  sin cos  —  +  2f )  , 

so  that  /""  (0)   is  aiso  indeterminate.  However,   since  lhe  maxi- 

niuni  of  tlie  absohite  vahies  of  cos  —  is  1 , 

I 

{i)  if  í>>  — ,  sgn/'"(0)  is  +;  thercfore  the  function  has  a  mi- 

niinum  at  a;  =  O  ; 

(íY)  if  y^r^  — ^,    sgn/'''(0)   becomes  +  or  - ,    and  /'"(O) 
can  be  zero;  therefore  the  function  has  no  extreme  ai  íc  =  0; 

(m)  if  c<^  —  ~,  sgn  f"  (0)  is  — ;  therefore  the  function  has  a 

maximum  at  £C  =  0. 

If  we  treat  the  function 

f  (x)  =  X"  s\n  ~ -\- cx'     rw>4,  c=L01 

siniilarly,  we  find 

/•"  (0)  -  2c  , 
and  \et 

Lim /""(«)  is  indeterminate  for  n  =  4  , 

and 

Lim/"(a?)  =  2c  for  n>4. 

Therefore  ifc>0,   lhe  function  has  a  minimum  at£(;  =  0,  and 
if  c<CO,  the  function  has  a  maximum  at  íc=0. 

Ex.  (2)  /■(«)  =  a;-  sin^  -  --  x-.  («) 


(')  Of  course,  the  correction  about  the  meaning  of  /''  (a)  having  been 
dooe  as  in  this  paper,  the  second  term  x~  in  this  expression  ia  of  uo  service, 
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When  «=1=0, 
so  that 


1         .     2 
f  (x)  —  2a;  sin^ sin [-  2£c  , 

X  X 


Lim  f  (x)  is  iiuleleniiinate  •, 
but 

f  (0)  =  Lim ~ =  O  . 

Again  when  x--0, 

.1  1.2         2  2 

f"  (x)  —  sin- 2  —  sin 1 — —  cos ^  2  , 

•*^  tAy  tAy  *K/  vU 

so  that  Lim/"(£c)  is  also  indeteiMninate;  but 

.v=0 

1        .    2 
2^  sin^ sin  —  -{-  2X: 

r(0)^Lim —T~^ 

fc=0  K 

/     .       1        1.2        \ 

=  Lim  (  2  sin^ j-  sin  --r-  +  2  ) 

/f=o    \  /'-■        «         "^         / 

which  is  indeterminate 

and  sgn  f"  (0)  can  be  +  or  — ,  Therefore  the  function  has  no 
extreme  at  cc  =  0. 

Ex    (3)  /■(íe)  =  a;2sin-  +  £c2. 

When  £c=|-0, 

f  (x)  =  2x  sin cos \-1x  , 

^  X  X 

so  that  Lim /■  (t)  is  indeterminate;  but 

x=0 

h^  sin  4-  +  ^2 
r(0)=^Lim ^ =  0. 

Again  when  £C  =  =  0, 

12  1          l      .     1 

/•"  (oj)  =  2  sin cos jp  sm 1-  2  , 

'     ^   ^  XX  X        x-         X 


lO^i 


so  that  Lim  f"  (x)  is  indeterminale;  and 
ar=0 

2^-  sin cos  -^  -j"  2/- 

f"  fO)  =  Lim -^-, . 

Â-=o  A" 


=  Lim  ( 2  sin cos  —  -|-  2  | 

whicli  is  indeterminate. 


and  sgn  f  (0)  can  be  +  or  — .  Therefore  tlie  funclion  has  no 
extreme  at  íb  =  0. 

Thus  this  example  does  not  sliow  us  any  olher  peculiarities 
than  those  vliicli  lhe  example  (2)  does. 


ESSAI  DUNE  THÉORIE  ANALYTIQUE 
DES  LIGNES  NON-EUCLIDIENNES 

PAR 

Geminiano  Pirondini 

à  Rome 


DEUXIÈME  PAUTIE 

Lignes  de  Tespace 

CHAPITRE  I 

§   1 

Quelques  systhnes  de  coordotniées.  —  O  (ir,  y,  z)  élant  un    triè- 

dre  trirectangle,  on 
mène  par  un  point 
quelconque  M  de 
Tespace  des  plans 
perpendiculaires 
aiix  axes  Oíc,  Oy, 
r  Oz.  Si  A,  B,  C  sont 
les  points  d'inter- 
section,  on  obtient 
un  hexaèdre  dont 
les  faces  OBCD, 
OCAE,  OABF  si- 
tuées  sur  les  plans 
coordonnés  sonl 
des  quadrilatères 
trireclanglcs,  et  les 
areies  MD,  ME,  MF 
issues  du  point  con- 
sidere M  sont  nor- 
males  aux  plans  de 
ces     quadiilatères. 


D 


B 


z 

c 

x^— 

—^ 

E 

^l 

/ 

\ 

M 

e  ^^ 

0 

~y^ 

A 

X 

/  \yw 

/ 

Fig.  1 
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Cela  pose,  la  posilio»  dun  poiíit  de  Tespace  est  connue  aus- 
sitôt  que  Ton  donne  (en  valeur  et  signe): 

t°  La  longitude  FOoj^o),  Ia  colalitude  MOz  =  6  et  le  rayon 
vecteur  OM  =  R  (coorclonnées  polaires), 

2°  Les  distances  OA  =  a!,  OB  =  y,  OC=^z  (cooidonnées  caj-- 
tésiennes). 

3"  Les  dislances  MD=^,  ME  =  y,  MF  =  r  (coordonnees  nor- 
males). 

-i"  Les  segnienls  Ok  =  u,  AF  =  r,  FM  =  ii^  (coordonnees  géo- 
graphiques). 

§2 

Relations  entre  les  coordonnees  polaires,  cartésiennes  et  norniales. 
—  Si,  étant  l'espace  rieniannien,  on  a  recours  aux  triangles  re- 
ctangles  (OAF,  MFO),  (OliF,  OCM),  (MDC,  MCO),  (MEC,  OFM), 
on  trouve  les  relations : 

tga?  =  tgR  .  sin  6  cos  co,     tg  y  =  tgR  .  sin  6  sino), 
tg  «  =  tg  R  .  cos  d 

sin  V  =  sin  R  .  sin  6  cos  oj  ,     sin  q  =  sin  R .  sin  6  sin  to , 

(2) 

sin  r  =  sin  R  .  cos  6  . 

On  derive  d'ici  par  des  combinaisons  evidentes: 

(3)  tg'^x-\-lg^y-\-Vg^z  =  lg'^R  ,     sin^y;  +  sin^  ^ -j- sin' r  =  sin^  R 

sin  n         sin  q         sin  r  „ 

(4)  —  = ^  = =  cosR. 

tga;  tgy  tgz 

En  éliminant  successivement  cos  R  entre  Téquation  (4)  et 
chacune  des  équalions  (3),  on  trouve  les  relations: 

tga? 
sin^  = 


(5)  /  sin  fj  = 


sin  /•  = 


V/l+tg^ 

ÍC  +  tg2 

IJ  +  tg^Z 

/l+.,g^ 

X  +  tg"^ 

!^  +  tg2z 

v/l+tg2a;  +  tg2y  +  tg^í: 
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/l  —  sin^/í  —  siii^^ —  sin' 
sin  a 

(6)  ltsy  = 


\sz 


\/ 1  —  sin"^/j  —  sin*  (j  —  sin^  r 

siii  /• 
)/\  —  s\n}p  —  sin^  q  —  sin^  r 


Dans   Tespace   lobatschevskien    Ics    relalions    ci-dessus    sont 
remplacées  par  les  aulres 

(1')    th  a;  =  ih  R. sin  6  cos  (O,   ih  ?/  =  ih  U. sin  6  sino),   thz^th  R.cosÔ 

(2')    sh  o  =  sh  H.sinÔcosco,   sh</  =  sh  R.sinÔsin  (o,   sh  /  =shR.C()S0 

(3)     th2íc-f-lh2?/4-ih2;r==th2R,     sh^  +  sh^  ^  +  sh«  r  =  sh^  R 

lll  X 


(5') 


(6') 


snyt?  = 

V/1- 

ih^íc— th*^  — 

th^í' 

thy 

Vi- 

th^íc— th^y  — 

th^z' 

th« 

v/i- 

•  th^  íc  —  th^  y  — 

lh2í 

ih  X  " 

úi  p 

\/l  + 

Sh^/Í+Sh2^  + 

sh^r' 

th  M  — 

sh^ 

/l+sh2jtj  +  sh^^  + 

sh'r' 

th  j:- 

sh  /• 

Applicalion.  —  On  déduit  du  triangle  rectangie  OCM 


sin  CM  =  sin  R  sin  6  ==  v  sin*  p  -\-  sin^  ^ . 

Si  donc  on  rappehe  les  équations  (5),  et  que  lon  fasse  des 
considéralions  analogues  dans  1'espace  lobatschewskien,  on 
Irouve : 

La  (lislance  A  du  point  (íc,  y,  z)  a  Vajce  coordonné  Ox  eat  di- 
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finie  par  une  des  équations. 


sin  A  = 


v/i+ig*a;  +  tg'2  2/  +  tg2í 


fTl  /cosA  =  —  ,        (dans  Tespace  r.) 


/    ,   .  i/'  —  th"^  z  ,11,  1  \ 

H)        /chA  =  —  ,         (dans  1  espace  1.) 

^   ^        ^  \^\-úi^x-úx^y-úi^z 


ih  A  =  r^  . 

v/l  —  th2  z 

Relatiom  entre  le.s  coordonnées  cnrlésiennes  et  géographiques.  — 
En  envisageant  les  quadrilatères  trirectangles  OAI3F,  OCFM  et 
le  triangle  rectangle  OAF,  on  trouve  les  équations 

^-^ —  =  cos  X  ,     -^ —  =  cos  OF  =  cos  X  cos  v . 
tg3/  tgz 

On  en  conclui  que  les  coordonnées  cartésiennes  et  géographiques 
sont  liées  entre  elles  par  les  relations 

COSÍCtgí  ) 

(8)     w=íc,  tgv^cosíctgy,   tgíí' 


V/i+cos2a?tg2^ 

(dansl  espace  r.) 


tev  tett» 

(9)     x  =  u,    tg?/--^    ,    tg3;  = 


(8')    u=x,  ú\v=A\xÚ\y,  th 


cosw  cos w cos  V 

clir  ihz 
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(9')   x=u,     ili?/  =  -^^,     ihí  = p ) 

^  '^      chw  chucXw       ] 


^\-v\V^xlW^y\ 

(dans  I  espace  I,) 
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Jpplicaliom.  —  Ct)mine  Toii  déduit  d'ici 


cos  u 

1 


s/i^^-x-^i^^y- 


"^  cos  M  COS  l>  COS  w 

la   preiuière    équalioii  (7)    déinontre    que   la   dislance   du  point 
(u,  V,  \v)  h  Vaie  Oz  esl  définie  par  la  relalion 


Isin  á  =  cos  w  sj  sin^  u  cos^  v  -\-  úv?  v 
(dans  Tesp.  r.) 
=  cos  w  \/  sin^  u  +  sin^  v  —  sin'^  u  úv?  v 


Ísh  A  =  eh  w  ^/sh^  w  ch^  v  +  sh^  y 
(dans  l'espace  1.) 
=  eh  w  \/  sh^  u  +  sh^  v  +  sh'^  u  sh"^  v 

Costnus  directeurs  d'une  droile.  —  M  étaiit  un  poiíit  queleonque 
d'une  droite  r  issiie  de  rorigine  (Fig.   1),  si  l'on  pose 

(/■«)  =  a  ,      (/■//)  =  ,3  ,      {rz)  ^  Y  . 

les  triangles  rectangles  OAÍM,  OBiM,  OCiM  donnent 

igOi\I.cosa  =  igOA,    tgOM.coS|3  =  tgOB,    igOM.cosY  =  tgOC, 

de  sorte  que  si  Ton  rappelle  Ia  relation  (3),  on  a  1'identilé 

(11)  cos^a  +  cos-p  +  cos^Y^  1  , 

vérifiée  indifíereminent  dans  les  trois  espaces. 

II  faut  remarquer  cependant  que  cetle  relation  subsiste  dans 
les  espaces  non-euclidieus,  seulement  si  la  droile  passe  par 
Torigine. 


Angle  de  deujc  droites.  —  Soient  r  (jt,  |3,  y),  '"1  («i,  Pi,  yO  cíeux 
droites  issues  de  Torigine  et  6  leur  angle. 

Si  a  Tenlour  de  Torigine  O  on  construit  une  surface  ferniée 
d'une    telle    pelilesse    que  lespace  inléiieur  puisse  ètre  consi- 
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déré  euclidien,  ori  a  Ia  formule 

(12)          cos  6  ~  cos  oi  cos  ai  -f  cos  }  cos  pj  -\~  cos  y  cos  yi . 

Celle-ci  étant  une  relation  a7igulaire  relative  a  des  droites 
issues  du  poifil  O  intérieur  à  Tespace  isole,  subsiste  évidcni- 
iiient  quelle  que  soit  la  nature  de  I  espace. 

Surles  droites  r,  ;•{  prenons  les  points  A  {x,y,  2),  Ai  (íCi,í/i,  z\) 
à  la  distance  OA  =  U,  OAi  =  Ri  de  Torigine.  Puisque 

tffíc  lga?i 

cos  a  =      — — ;     cos  «1  = 


tgll  tgRi 

la  relation  (12)  démonlre  que:  Le  cosinus  de  Vangle  6  coinpris 
entre  les  rayons  vecleurs  \\,  Ri  est  exprinJ  par  la  formule 

(13)  coce^    'g^^^g^í  +  tgytg^/i  +  tgttg^i 

^     ^  IgR.tglíi 

Dans  Tespace  lobatschewskien  on  a  un  résultat  analogue. 

II  va  sans  dire  que  dans  les  espaces   non-euclidiens  les  rela 
lions    (12),    (13)    sont    applicables    sculeuient    aux    couples    de 
droites  issues  de  Torigine. 

Distance  de   deux  points.  —  En    appelant   d  la    distance    des 

points    A  {x,  y,  z).  Ai  (íci,  ?/i,   2:1)    et   b    Tangle   des   vecteurs 

OA  =  R,    ÒAi^^Ri,  le   triangle  OAAi,    si  Tespace  est  rieman- 
nien,  donne 

(H)  cos  d=  cos  R  cos  Ri  +  sin  R  sin  Ri  cos  6. 

Si  Ton  pose  pour  abrégcr 

(lõ)  ^  =  tga?,     -/i-tg?/,      5:  =  tg2;, 

il  resulte  (§  2) 


tgR=v1M^V^+í;^   igRi=/^i2+-/ii'+^i^ 

de  sorte  que  si  lon  rappcilc  la  relation  (1 3),  en  faisant  en  oulre 
un  calcul  analogue  dans  Tespace  lobatschewskien  à  Taide  des 
relations 

(15')  ;  =  thíc,     yi  =  lby,     ^^Ú\z, 


Ill 


on  trouvc :    La  dutnnce  d  entre  les  pomls  (:;,  yj,  !!.),  (:;i,  r^\,  ^\) 
est  (léfmie  par  uíie  </es  foi  mu/es 


v/í+^HviH2:Vi+^iH-']iHc;i^ 


(16)  /  .;n  y   i  /(^-ei)^+(>i-r,iy^+(g;-£;o^+(^yii-^i-/i)H(r^^i-riiq"^+(e:gi-^i^) 
,   ..^v/r^-ei)Hc/i--/ii)-+(^-2;i)H(^-/]i-ei-/i)Hc/ig;i-yiigH(^ei^^^ 

í/aw5  1'espace  riemaiinien,  et 


chd-  i-^^i-^>;l-^^i 


HG')  )    ,    /_*  /(FgÕ"H(ri-vii)^+(C-^i)-M^r.i-gr/i)M-^!;7^Íi^-)M^^i-^i^)- 

í/an5  1'espace  lobalschews/iien. 

§T 

Èqualion  <lu  plan. — Soienl :  OP  =  A  la  dislance  de  rorigine 
au  plan  considere,  11  le  rayon  veclcur  relatif  à  un  point  quel- 
conqiie  A  de  ce  plan,  (X,  [j.,  v)  et  (a,  p,  y)  les  inclinaisons  des 
segments  OP  et  O  A  sur  les  axes  coordonnés,  et  d  l'angle  AOP. 

Si  Ton  re)narque  que 

tg  R  =  -^^-  ,     cos  a  —     " 


cos  o  tg  R 

la  relation  (12)  revient  a  Tautre 

( 1 7)  cos  'k .  tg 03  +  ^os  \). .  tg  ?/  +  cos  V  .  tg  í  =  tg  A  . 

Telle  est  Téquation  du  plan  rieniannien  en  coordonnées  car- 
tésiennes. 

Pour  le  plan  lobatschewskien  on  a  d'une  façon  analogue  Tautre 
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équalion 

(17')  cos  k .  ih  aj  +  cos  [j.  .  th  ?/  -f  cos  v .  ih  z  =  tli  A 

Si  i"on  itlenliíic  les  éíjiialions  linéaires  générales 

((8)  a\gX'\-òigy-{-cigz-{-c/=0 

(18')  «iha;  +  í'lh?/  +  cihí  +  í/=0 

aux  équalions  (17),  (17'),  en  rappelanl  en  outre  le  résuhanl  du 
§  4,  on  irouve 

(19)  tgA== 


(19')  •  lhA== 


/«2  +  62  +  Í.2 
-cl 


(20)  cosX=    , ,  cosa  =  -, ,    _--  ^ 

^     ^  ^a-^^b^c'  [/a^^ôHc*  V/aH^Hí-'^ 

Ces  calculs  démontrent  que  les  équalions  (18),  (18'),  inter- 
prélées  respectivenient  dans  Tespace  riemannien  ou  lobalschews- 
kien,  représenlenl  chacune  un  piau  floul  la  posilion  esl  bien 
déíinie  [équalions  (19),  (19),  (20)]. 


Naitiie  (les  puinls.  —  En  supposant  ^i=y,i  =  ^i  =  0  dans  les 
preuiièrcs  équalions  (16),  (ÍÕ'),  on  Houve  que  la  distance  d  entre 
le  pui/U  general  (^,  r,,  'C,)  et  t origine  esl  dífinie  par  une  des  iqua- 
tions 

(21)  COSí/: 


(21')  Chf/: 


1 


suivant  la   nulure  de  l  espace. 

On  leconnail  de  la  relation  (21)  que  la  dislance  d  est  tou- 
jours  réelle  el  finie,  quclles  que  soienl  les  valeurs  de  :;,  vj,  21;  de 
sorle  que  tous  les  points  de  Tespace  riemannien  soni  réels  et 
\\  dislance  finie. 

Dans  Tespace  lobatschewskien  au  conlraiie  [équation  (21')] 
le  poinl  (^,  r,,  íl)  est  réel  el  ii  dislance  finie  (point  propre),  réel 


11.1 


a  l'infini  (poinl-limile) ,   iinaginaiie  (poinl  ideal)  suivanl  ([u'il  re- 
sulte respeclivcmenl 


'^^■r^^^ 


1^0. 
> 


Nature  des  plans.  —  C-oinine  la  tangente  clrculaire  peuL  alleindre 
toiíle  valeur,  la  relation  (19)  donne  pour  A  une  valeur  cléter- 
niinée  et  finie  quelles  que  soient  les  valeurs  de  a,  b,  c,  d.  Tous  les 
plans  de  Tespace  rienianriien  sont  donc  réels  et  à  distance  finie. 

La  tangente  liyperbolique  au  conlraire  ne  peut  pas  surpasser 
Tunité,  de  sorte  que  dans  l'équation  (19')  on  doit  considerei- 
separénient  les  irois  hypothèses 

la  distance  A  élant  respectivement :  réelle  et  finie  (plan  propre), 
réelle  et  infinie  (plan-limite),  imaginaii"e  (plan  ideal). 

§9 

Distance  d'un  poinl  a  un  plan.  —  Soit  A  (ç,  7],  'C)  le  point,  a 
le  plan  d  équation 


(22) 


Aç  +  B-/j  +  cs:  +  D  =  O 


et  AB  =  í  la  distance  à  calculer. 

Si  0P=/?  est  la  perpendiculaire  abaissée  de  Torigine  sur  le 


ií4 

jjlan  a  el  /  la  droite  BI*,  on  a  (Prcinière  Parlie,  §   10) 
(23)  sin  (i  =  sin/>.cos  R  —  cos^Ksin  R  cos  PO  A  , 

R  élanl  le  rayon  vecteur  OA.  Mais  (§  2) 


tgR=  v/^2  +  -/iH-^:^ 

et  cVailleurs  (en  vertu  de  formules  connues) 

.í.«- -^ cos;,-        v/ÃMn^^+C^ 


A^  +  Bvj  +  CS;  • 


cos  PO  A 


\s;n  v/A2+H2^  c^ 


Si  l'on  inlroduit  dono  ces  valeurs  dans  léquation  (23)  en 
faisant  en  oulie  des  considéralions  analogues  dans  Tespace  lo- 
batschewskien,  on  a :  La  dislance  d  entre  le  pomt  (ç,  "/],  'C.)  et  le 
flan  (22)  est  défuiie  par  la  foi  mui e 

.    .     A^  +  Bri  +  CX  +  l)  ,,        ,,  , 

sntQ—     _  — — (danj  1  espace  r.) 

V^A»  +  B^  +  C2  +  D'V  1  +  ç^  + -/j- +  C- 


_  A^  +  B-/j  +  C5:  +  D 

ih  o  = — ^^r= 


V/A^  -f  B2  +  C^  _  D  V 1  -  ^^  -  ^H 


=     (dans  Fespace  1.) 


CHAPITRE  II 


§  10 


On  définit  la  splière  comnie  une  surface  orlhogonale  aux  rayons 
d'une  étoile. 

II  s'ensuit  que  les  sphères  riemanniennes  sonl  des  surfaces 
de  mème  nature  ayant  le  centre  réel  et  a  distance  finie. 

Dans  Tespace  lobalschew.skien  au  contraire  il  y  a  trois  soites 
de  sphères,  suivant  que  Tétoile  de  rayons  que  Ton  eniploie 
dans  leur  construclion  a  pour  centre  un  poini  réel  à  distance 
finic  (xp/irre  proprej,  un  point  réel  it  Tinfini  (orifp/iíre),  un  point 
ideal  (hypemplièrej. 
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Sphère  propre.  —  Si  C  (^,  "/jq,  21q)  est  le  centre  d'uiie  splièrc 
propre  non-euclidienne  de  rayon  /  et  P  (c;,  vj,  ^)  un  point  quol- 
conque  de  la  surface,  on  a  évidemiuent  (§  6) 


(1) 


1  4-  ^0^  +  Wi  +  -o- 


\/ i"=Ro' + -^o' + ^o'  / 1  +  ^"'  -h  -1"^  H-  s;^ 


Telles  sont  les  équation  dcs  spíièies  non-cuclidiennes  a  centre 
propre.  „ 

Hour  '  =  ^r  Téquation  (l)  se  réduit  au  premier  degré,  ce  que 

démontre  que  le  plan  riemannien  peut  êlre  regardé  comme  la  spltère 
à  rayon  maximuin. 

Pour  7=  GO  Téquation  (1)  revient  ii  Taulre 

qui  définit  la  sphère-limite,  c'est-a-dire  le  lieu  des  points-liniites 
de  Tespace  lobalschewskien. 

Cetle  suríace  partage  Tespace  infini  eu  deux  régions :  la  ré- 
gion  intérteure  ou  réelle  et  V extérieure  ou  idéale. 

Un  plan  de  Tespace  lobatschevvskien  est  réel  ou  ideal,  sui- 
vant  qu'il  coupe  la  sphère-limite  le  long;  d'un  cercle  réel  ou 
iniaginaire.  Un  plan  tangent  h  la  sphère-íiniile  a  un  seul  point 
réel,  le  point  de  contact  (á  1'infmi),  et  tous  les  autres  points 
idéaux;  on  le  dirá  un  plan-limile  de  Tespace. 

Une  droite  de  Tespace  lobatschevvskien  est  réelle  ou  idéale, 
suivant  qu'elle  a  en  comniun  avec  la  sphère-limite  deux  points 
réels  ou  imaginaires.  Une  droite  tangente  à  la  sphèi"e-limile  a 
un  seul  point  réel,  le  point  de  contact  (à  Tinfini),  et  tous  les 
autres  points  idéaux;  on  Ia  dirá  une  droite-limile  de  Tespace. 

Ainsi  la  sphère  limite  est  à  la  fois  Tenveloppe  de  tous  les 
plans-limites  et  de  toules  les  droites-limites  de  Tespace  lobats- 
chewskien. 

Hypersphhe.  —  Si  Ton  coupe  une  hvpersphère  par  un  plan 
passant  par  un  de  ses  lavons,  la  section  que  Ton  obtient  est 
un  hypercycle  L  avant  pour  base  une  cerlaine  droite  a. 

En  faisant  tourner  Ia  figure  autour  dun  axe  perpendiculaire 
à  la  base  a,  cellc  dioite  engendre  un   plan  lí,  rhypcrcycle  L 


IIG 


une  hypersphère,  et  la  clislance  h  enlre  les  points  de  cetle  sur- 
face  et  le  plan  II  est  égale  a  l'hauteui'  de  Thypercycle. 

Une  hypersphère  peut  dono  èlre  contue  comnie  une  sur- 
face  equidistante  à  un  plan,  c'est-a-dire  comine  le  lieu  des  ex- 
tréniités  des  segments  d'une  longueur  constante  élevés  pei- 
pendiculairement  en  tous  les  points  d'un  plan  fixe  a.  Le  plan  a 
est  la  õase  de  Ihypeisphère  et  le  segnient  conslant  B  en  est 
Vhauleur. 

LMiypersphère,  considérée  comme  une  surface  orthogonale 
aux  rayons  d' une  étoile  dont  le  centre  est  un  point-idéal,  peut 
ètre  conçue  seulement  dans  Tespace  lobatschewskien. 

Mais  si  Ton  la  regarde  comme  une  surface  equidistante  d'un 
plan  fixe,  on  la  peut  concevoir  indiíTéremment  dans  les  trois  es- 
paces. Dans  Tespace  euclidien  elle  est  un  plan,  dans  les  espaces 
non-euclidiens  une  surface  du  deuxiènie  ordre. 

Son  équalion,  si  la  base  est  sur  le  plan  xy,  s'oblient  de  la 
troisième  équation  (5)  ou  (5')  du  §  2,  en  y  reniplaçant  la  coor- 
donnée  /  par  Ihauteur  ô.  On  obtient  ainsi 

(2)  V  -  (^-  +  -/j^)  tg2  â  =  tg2  §  (dans  1'espace  r.) 

(2')  2;*  +  (^-  +  -q^)  th^  5  =  th2  §  (dans  l'espace  1.) 

!7^XC17i  (IT1711C7171C  \ 

11        7        7  •         \  tourne 
fobatscnewskienne  \ 

la  \  .  ,  \  au  plan  de  la  base. 

\  concavite  )        ^ 

Onsphhe.  —  En  coupant  une  orisphère  par  un  plan  passant 
par  un  quelconque  de  ses  rayons,  on  obtient  pour  section  un 
oricycle  ayant  le  centre  en  commun  avec  lorisphère;  et  cet  ori- 
cycle,  dans  la  rotation  autour  de  Tun  de  ses  rayons,  engendre 
Torisphère. 

On  conclut  (\\\une  onsphhe  peut  être  considérée  comme  une  sur- 
face de  révolution  autour  de  Vun  quelconque  de  ses  rayons. 

Soit  (Première  Parlie) 

%' + (1 + c2)  z,^ + 2cí:o + (c2  - 1) = o 

Téquation  de  1'oricycle-méridien  L  sltué  sur  le  plan  xz. 

En  supposant  que  MN  soit  Tare  circulaire  décrit  par  le  polnt 
M  de  L,  dans  une  rotation  arbitraire  du  niéridien,  et  que  OA, 
QB,  OC  soient  les  coordonnées  carlésiennes  du  point  N,  pro- 
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jeté  en  Nq  sur  Ic  plan  xy,  on  a 


et  conséqucmment 

^'  +  r.^  =^  th^  ONo  ==  ili^  OMo  =  ^o''     ^  ^  ^^o  • 

Ori    voit    d'ici    que    Véqualion    de    lori&phhe    en    coordonnées 
(^,  7j,  Z^  est  de  la  forme 


(•^) 


+  yj2  +  (l+c2)S;2  +  2c2:  +  (c2-l)  =  0. 


Si  Ia  surface  passe  par  Torif^ine  c==^\,    et   Téquation   prece- 
dente revient  à  Taulre 


(4) 


f:2  -i-  -^2 


E"^+-/j2  +  2£;M-22;  =  0. 


§  11 

Représentaíion  des  espaces  non-euclidiens  sur  fespace  euclidien. 
—  En  suivant  un  procede  analogue  á  celui  que  Ton  vient  d'eni- 
ployer  dans  le  plan,  on  trouve  que  les  formules  les  plus  sim- 
ples définissant  une  representa tion  des  espaces  non-euclidiens 
sur  Tespace  ordinaire,  sous  la  condition  de  la  conservation  des 
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plans,  peuvenl  s'écrire  de  la  íacon  suivante 

(5)  ^  =  tgíc,    r^  =  lg7J,    %  =  tgz     (dans  Tespace  r.) 

(5^)  ^  =  lh£c,    r^  =  thy,     X  =  ih  z     (dans  Tespace  I.) 

A  ces  équalions  on  pcut  joindre  les  autres 

(6')  p  =  ihR 

liant  entre  eux  les  rayons  vecteurs  R,  p  d'un  point  quelconque 
de  Tespace  et  de  son  image. 

En  vertu  de  ces  relaiions  une  équalion  finie  quelconque  en 
^,  Ti,  2^  represente  a  la  fois  une  surface  non-euclidienne  et  son 
image,  suivant  que  dans  lintérpretation  de  cette  équation  nous 
nous  rapportons  aux  axes  O  (£c,  y,  z)  de  Tespace  non-euclidien 
considere,  ou  aux  axes  íl  {c,,  r^,  'O  de  Tespace  ordinaire  sur  le- 
quel  on  fait  la  représentation.  —  Dans  le  premier  cas  les  varia- 
bles  ^,  Tj,  !;  sont  les  tangentes  (circulaires  ou  hyperboliques) 
des  coordonnées  cartésiennes  non-euclidiennes  £c,  y,  z,  dans  le 
deuxième  elles  sont  les  coordonnées  cartésiennes  de  Tespace 
ordinaire. 

Des  formules  ci-dessus  on  peut  tirer  une  foule  de  propriétés, 
dont  voici  quelqu'une. 

1  —  La  transforniation  conserve  évidemment  les  sphères  ayant 
le  centre  à  Torigine,  les  droites,  les  polièdres,  les  surfaces  ré- 
glées  générales  (gaúches  ou  développables),  les  cones,  les  tan- 
gentes a  une  ligne  ou  a  une  surface,  les  plans  osculateurs  des 
lignes,  les  plans  tangcnts  des  surfaces,  etc. 

II  s'ensuit  quune  surface  non  euclidienne  du  deuxième  ordre 
conlient,  en  general,  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes 
(réelles  ou  imaginaires),  qu'une  surface  non  euclidienne  du  Iroi- 
sième  ordre  contient  vingt  sept  droiles  .  .  .   etc. 

2  —  Si  Ton  appelle  asytnpihotique  d'une  surface  une  ligne 
dont  les  plans  osculateurs  sont  loujours  tangenls  a  la  surface, 
on  voit  lout  de  suite  que  nolre  Iransformation  conserve  les  lignes 
asympthotiques  des  surfaces. 

3  —  S  et  P  étant  une  surface  et  un  point  de  Tespace  non- 
euclidien,  Si  et  Fi  leurs  images  euclidiennes,  le  cone  K  ayant 
le  sommet  P  et  tangent  a  la  surface  S  a  pour  imagc  le  cone  Ki 
ayant  le  sommet  Pi  et  tangent  ii  la  surface  Si. 

II  suit  d'ici  que  la  ligne  de  contact  entre  S  et  K  a  pour 
image  la  ligne  de  contact  entre  Si  et  Ki. 
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Âutrement  dit  notre  Iransformation  conserve  les  lignes  iVomhre 
íles  surjaces. 

§  12 

(«,  |3,  y)  étant  les  angles  qu'une  droite  passant  par  Torigine 
fait  avec  les  axcs,  et  (a?,  y,  z)  les  coordonnés  d'un  de  ses  points 
P,  on  a 

cos  a  =  ~^^-- ,     cos  3  ^    ^r-  ,     cos  Y  ==  — ^.^  , 
tgll  '         tgll  '        IgR    ' 

R  étant  le  vecleur  OP. 

Si  Ton  compare  ces  relalions  aux  relations  analogues  de  Tes- 
pace  ordinaire,  et  que  Ton  rappcllc  eii  outrc  les  formules  du 
§  11,  on  trouve  que  notre  leprésentalioji  conserve  les  angles  quune 
droite  íssue  de  I' origine  fait  avec  les  axes  coordonnés. 

On  en  derive  [formule  (12)  du  §  5]  que  Vangle  de  deux  droites 
non-euclidiennes  issues  de  rorigine  nesl  nnllement  alléré  dans  la 
reprtsentatio7i. 

Une  droite  /•'  perpendiculaire  en  A  à  une  aulre  droite  /•  issue 
de  Torigine,  touche  évidemment  la  sphèie  de  centre  O  et  de 
rayon  OA. 

II  s'ensuit  (§  11)  ({ue  deux  droites  non-euclidiennes  orthogo- 
nales,  donl  Cxcne  passe  h  l'origine  des  axes,  ont  pour  images  deux 
droites  ortho^onales. 

n  et  IT  élant  des  plans  passant  par  Torigine  O,  qui  se  cou- 
pent  suivant  la  di'oite  r,  consliuisons  en  O  la  section  normale 
(/•'/■")  du  dièdre  (ITlí  )•  —  Si  Ton  fait  la  représentation  de  la 
figure  sur  Tespacc  euclidien,  les  images  r'i,  r"i  des  droites  /',  ?•" 
sont  perpendiculaires  à  limage  /i  de  la  droite  /',  de  sorte  que 
Tangle  (r'{r"[)  est  la  section  noiínale  du  dièdie  (IIiII'i)  image 
de  (ílll'). 

Et  tomme  (/'/')  =  ('V''i).  on  conclut  que  touí  dièdre  dont 
Varête  passe  a  C origine  des  axes,  est  conserve  dans  la  rep'ésenlalion. 

Soit  OA  SH  r  la  distance  de  Torigine  à  un  plan  II,  et  /',  r" 
deux  droites  de  ce  plan  issues  du  point  A,  —  Si  Ton  fait  la  re- 
présentation de  la  figure  sur  lespace  euclidien,  on  a  que  les 
images  {rs.r'\),  (ri7'''i)  des  angles  droits  (/'/'),  (/■/•")  sont  aussi 
des  angles  droits. 

Conséquemment  si  une  droite  passant  h  forigine  est  perpen- 
diculaire a  un  plan,  celte  condition  est  coriservée  dans  Vimage. 

Soit  n  un  plan  passant  par  Torigine  et  normal  à  la  droite  /• 
au  point  A.  (Fig.  4). 

Si   Ton   construit  le   plan   H'  =  (r,  O),   le   dièdre   droit  (nn') 
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dont  l'aréte  OA  passe  à  rorigine,  a  poiír  image  un  dièdre  droits 

de  sorte  que  les  plan; 
Til,  n'i  iniages  de  IT,  n' 
se  coupent  :i  angle  droit 
le  long  de  la  droite  OiAi 
image  de  OA. 

Or  comme  Tangle  des 
droites  orlhogonales  OA, 
y,  dont  la  première  passe 
a  Torigine,  est  conserve 
dans  la  représentalion,  la 
droite  ri  (iniage  de  r)  dé- 
crite  sur  le  plan  n'i  re- 
sulte perpendiculaire  à 
rintersection  OiAi,  et 
conséquemment  perpen- 
diculaire au  plan  íli. 

On  voit  donc  que  si  un 
plan  passant  par  lorigine 
est  perpendiculaire  à  une 
droite,  ceife  condition  est 
conservêe  dans  rima^e. 


Fig.  4 


Soit  n  un  ])lan  passant  par  lorigine  coupé  á  angle  droit  par 
Tautre  plan  IT'  le  long  de  la  droite  r.  (Fig.  5). 

Si  Ton  construit  la  section  droite  OAB  du  dièdre  droit  (nn') 
en  partant  de  Torigine  O, 
la  droite  AB  est  perpendi- 
culaire au  plan  H  passant 
a  Torigine.  En  rappelant 
donc  la  propriélé  prece- 
dente, on  a  que  deux  plans 
non-euclidiens  orthogonaux, 
dont  Vun  passe  a  V origine 
des  axes,  ont  pour  images 
deux  plans  orthogonaux. 

La  figure  correspondant  TT 
à  ce  cas,  dans  laquelle  on 
trouve  les  droites  orthogo- 
nales  AB,  /,  dont  les  ima- 
ges sontaussiorthogonales, 
et  la  droite  AB  perpendi- 
culaire au  plan  n  =  (r,  O), 
démontrc  Lout  de  suite  que 
deux  droites  orthogonales  ont  pour  images  deux  droites  aussi  or- 


Fig.  5 
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ihogonaleí!,  si  le  plan  dêteiminè  par  roripne  et  Vune  de  cex  droitex 
est  perpendictílaive  a  tautie. 

On  voit  clone  que  dans  Tcspace,  au  contraire  de  ce  que  Ton 
vicnt  de  trouver  dans  le  plan,  un  angie  droit  peut  avoir  pour 
iniage  un  angle  droit  bien  qu'aucun  de  ses  còtés  ne  passe  par 
Torigine, 

§  t3 

La  transformation  que  l'on  vient  d't'tudicr  conserve  les  plans 
et  les  sphères  décrites  autour  de  Torigine  conwne  centre. 

En  reniarquant  donc  íjue  la  condition  pour  quun  cercle  ap- 
partienne  ii  une  sphère  ayant  pour  centre  un  point  donné  est 
que  Taxe  du  cercle  passe  par  ce  point,  on  a  que  l'image  dun 
cercle  non-euclidien  donl  Vaxe  conlienl  V origine,  est  un  nutre  cercle 
ayant  pour  axe  la  droile  correapondante  ii  taxe  de  Vautre. 

Or,  quelle  que  soit  la  nalure  de  Tespace,  une  surface  de  ré- 
volution  est  le  lieu  d'un  systènie  de  cercies  ayant  les  centres 
sur  laxe  et  dont  les  plans  sont  norniaux  à  cet  axe.  Par  con- 
séquent  une  surface  non-euclidienne  de  rtvolutlon  autour  d'un 
axe  conlenant  V origine,  a  pour  image  euclidienne  une  surface  de 
nume  nature ;  les  axes,  les  ynéridiens  et  les  paralléles  de  la  surface 
donnée  et  de  son  image  sont  des  lignes  correspondantes. 

k.  Taide  de  ce  ihéorème  Tétude  des  surfaces  de  révolulion 
non  euclidiennes  et  des  figures  tracées  sur  celles  ci,  est  ranienée 
a  Tétude  analogue  dans  Tespace  ordinaire. 

S'il  s'agit  en  particulier  d'une  sphère  S  décrite  autour  de 
Torigine  coninie  centre,  son  image  Si  est  aussi  une  sphère.  Or 
coninie  deux  ares  de  gr'and-eerele  correspondants  5,  s\  de  ces 
sphères  (que  nous  supposons  de  rayons  r,  n)  compiennent  au 
centre  mènie  angle  6,  on  a  les  relations 

!b .  sin  r  id.  tg  r 

Si  =  0/  [  =  < 
d.shr  (d.lhr 

d'ovi  il  resulte 

s        1  cos  r 

*i       [  chr. 

On  voit  donc  que  dans  la  représentation  <íune  sphère  non-eu- 
clidienne sur  l' espace  ordinaire  les  ares  de  grand- cercle  (et  consé- 
quemment  les  ares  d^une  ligne  quelconque  tracèe  sur  la  sphère)  sont 
alteres  dans  un  rapport  constant. 

Une    sphère    dans    laquelle    tout   angle    ayant   le    somniet   au 
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centre  a  pour  mesure  Tai-c  de  grand-cercle  compris  entre  ses 
còtés,  s'appelle  sphcre  Irigonomélrique. 

Cela  pose,  si  l"on  remarque  qu'entre  un  are  circulaire  s  de 
rayon  r  et  Tangle  au  centre  correspondam  Q  subsiste  Tune  des 
relations 

s  =  flr  ,      s  =  d  .  sin  r  ,      .v  ^  6  .  sii  r 

suivant  que  Tespace  est  euclidicn,  riemannien,  lobatschevvskien, 
on  a  que  dans  les  trois  espaces  susdit  la  sphère  trigonométrique  a 
respeclivement  pour  rayoti 

1.     |,     lo8-(1-Hv/¥). 

Ce  résullat  démontie  que  dans  l'espace  riemannien  la  sphcre 
trigonomclriqve  se  rcduif  ii  un  plan. 

L'iniagc  d'un  trièdre  non-euclidien  T  de  soniniet  O  est  un 
trièdrc  euclidien  Ti  de  soniinèt  Li,  et  ces  trièdres  sont  lies  entre 
eux  de  facon,  que  los  dièdres  et  les  faces  de  Tun  sont  respe- 
clivement égaux  aux  dièdres  et  ;i  les  faces  de  Tautre. 

Cela  pose,  si  Ton  coupe  les  trièdres  T,  Ti  par  deux  splières 
irigonomélriques  de  centres  O,  li,  les  sections  que  Ton  obtient 
sont  deux  triaiigles  spluriques  ABC,  AiBiCi  ayant  les  còtés  et 
les  angles  respcctivemcnl  égaux. 

Cette  pi-opriété  entiaine  la  conséquence  que  la  Irigonomélrie 
sphcrique  est  la  même  dans  les  trois  espaces. 

Mais  comme  la  trigonométrie  spbérique  euclidienne  coincide 
a  sou  tour  avec  la  trigonométrie  du  plan  riemannien,  on  a  ce 
résullat  intéressanl:  La  lrigo7iométrie  sphérique  commune  aux 
trois  espaces  nesl  autre  chose  que  la  trigonométrie  du  plan  ieman- 
nien. 

Ces  derniers  principes  conduisent  au  résullat  bien  connu : 
La  trigonométrie  sphérique  ordinaire  est  tout-a-fait  indépendante 
du  Postulai  V  d Euclide. 

§  14 

Soient :  Si  une  liypersphère  d'liautcur  o  ayant  pour  base  le 
plan  S,  Li  et  L  deux  ligues  correspondantes  de  ces  surfaces, 
(À,  B)  et  (Al,  Bi)  deux  couples  de  points  infiniment  rapprocbés 
de  ces  ligues.  —  Comme  AB  et  AiBi  peuvent  ètre  consideres 
comme  un  segment  rectiligne  ei  larc  correspondant  d'hyper- 
cycle  d'hautcur  o,  on  a  (Première  Partie,  §  24): 

dsi  ==  ds  .  cos  â  , 
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d'ou  il  siiit  par  inlégralioii 

(7)  si=s  .  cos  (i  , 

pourvu  que  Ton  compte  les  ares  .?,  .^i  !»  partir  de  deux  points 
correspondants. 

La  relatioii  (7)  et  Tautre  analogue 

(!')  .«1  =rs  .  vh  ò 

de  Tespace  lobatscliewskien  démontrent  que  às  iignes  ccnespon- 
dantes  iVun  plan  non-euclidien  et  d' une  hijpersphère  equidistante  ont 
des  longueurs  proportionnelles. 

Soit  AG  un  segnient  rectiliync  du  plan  S  et  AiCi  Tare  cor- 
respondam d'liypcrcycle  sur  la  surface  Si.  Coninie  AG  est,  sur 
le  plan  S,  la  plus  courle  distance  entie  les  points  Al  et  G,  la 
ligne  AiGi  (en  vertu  de  ce  que  Ton  vient  de  dire)  et  sur  Tliy- 
persphère  Si  le  plus  court  chemin  entre  les  points  A|  et  Ci. 
En  un  mot  la  ligne  AiGi  est  Tare  de  géodésiípie  joignant  les 
points  Al,  (>i. 

On  voit  donc  que  les  lignes  de  r/iypei  sp/àre  S|  correspondanles 
aux  droites  du  plan  S  sonl  des  géodésiques  de  St;  et  ces  gcodésiques 
sont  des  hypcrcycles  ayant  même  hauleur  de  Vliypersphh  e. 

Voici  conime  Ton  peut  proceder  pour  trouver  la  relation 
entre  les  aires  de  deux  figures  íerniées  correspondantes  du 
plan  S  et  de  riiypersphère  Si. 

Soit  ABG  un  triangle  infiniment  petit  du  plan  S  rectangie  en 
A,  et  AiBiGi  le  triangle  correspondant  de  riiypersphère  Si. 
L'angle  BAG  est  évideminent  la  section  droile  du  dièdre  AAi 
au  point  A;  ce  dièdre  est  donc  droit.  Mais  coninie  la  droite 
AAi  est  normale  à  la  surface  Si,  Tangle  Conné  par  les  tan- 
gentes aux  hypercycles  AiBi,  AiGi  au  point  Ai  est  la  section 
droite  du  dièdre  A  Ai  en  ce  point. 

Gela  prouve  que  le  triangle  hypersphérique  AiBiGi  est  re- 
ctangie en  Al. 

Or  conime  ces  triangles  ABG,  AiBiGi  peuvent  ètre  consi- 
deres euclidiens,  à  cause  de  leurs  diniensions  infiniment  pe- 
tites,  on  a 

Aire  ABG  =  1aB.  AG,     Aire  AiBiGi  =  ÍA|B,  .  A,Gi  , 

c'est-a  dire  (en  remaiquant  que  AiBi=AB,cos^,  AiGi=AG.cosí) 
Aire  AiBiGi  =  Aire  ABG  .  cos^  ií . 
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Cette  relation  peiít  èlre  sucoessivement  étendue  a  deux  trian- 
gles  quelconques  (liiis,  ii  deux  polygones  et,  avec  plus  de  gé- 
néralité,  à  deux  figures  fermées  quelconques  S,  Si. 

On  a  donc  la  relation  géuéiale 

(8)  Aire  Si  =  Aire  S.cos^S 

dans  Tespace  riemannien,  et  Tautre  analogue 
(8')  Aire  Si  =  Aire  S  .  ch^  Ô 

dans  Tespace  lobatschewskien. 

§  15 

La  géonutrie  hypersphéricjue. —  vSi  (a,  b,  c)  et  («i,  ^i,  ci)  sont 
Jes  còtés  d'un  triangle  recliligne  riemannien  ABC  et  de  son 
correspondant  AiBiCi  décrit  sur  Thypersphère  d'hauteur  í,  on  a 

ai  =  a.cos^,   &i— ^.cosí,   <?!  =  c.cosí ;    A|=A,  R|=B,   Ci  =  C. 


Or  si  S'  est  un  plan  riemannien  ayant  un  paramèlre  caracté- 
ristique  lei  que,  (lans  le  passage  du  plan  S  conlenant  le  triangle 
ABC  a  Tautre  S',  les  seginents  de  S  soient  alteres  dans  le  rap- 
port  constant  coso,  il  est  évident  qu'entre  les  élénients  des 
t)'iangles  plans  ABC,  A'B'C'  ont  lieu  les  relations 

«'  =  rt.cos^,    Z»'  =  />.cosí,    6-'=c-.cos^,     Â'  =  Â,    B'  =  B,    C'-C. 

Si  lon  compare  enfin  les  triangles  AiBiCi,  A'B'C',  en  faisant 
en  outre  des  calculs  analogues  dans  Tespace  lobatschewskien, 
on  trouve  dans  tous  cas 

ai=a\     b\=b\     ci  =  c' ;     Âi  =  Á',     Bi  =  B\      Ci  =  C'. 

,     ,         „  ^   ,  \riemannienne 

II  s  ensuit  que:  La  ^éometrie  de  l hyperspnere    ,  ,        ,       , . 

^  '^  ^i      /  {lobatscheivskienne 

est  identique  a  la  géométrie  du  plan  appartena7it  a  un  certain  es- 

i  tiemannien         1     ,        /  v  ... 

pace  l  ,  ,  ,  ■     t  aont  le  parametie  caractenshque  a  une  con- 

'  I  lobatschewskien  \  ' 

venable  valeur. 

En   désignant   par   (Cp,  Sp)   et  (C,,  S,)    la  longueur   et  laire 

dun  cercle  plan  riemannien  et  du  cercle  hypersphérique  cor- 
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respondam,  on  a 

Si  =  S/; .  COS-  ^  ,     C,  =  Cp  .  cos  (i , 


d'oíi  il  suit 


7^-  =  -^  .  cos  ò . 


Mais  si  Ton  (lésigne  jjar  p  et  p;  les  rayons  des  cercies  plan  et 
liypersphéiique,  on  a  (Preniière  Parlie,  §  28) 


Cp        "  \  2  /        ''  \  2  cos  í 


On  voit  donc  que  le  rapport  entre  laire  el  la  longuer  d'un 
cercle  riemannien  est  exprime  par  la  relalion 


r   =^S\^ — -    -coso. 
C-i  \  2  cos  o  / 

Dans  Tespace  lobatschewskien  on  a  la  formule  analogue 

d  V  2  eh  W 

(A  suivre.J 
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Com  o  lilulo  que  vimos  de  indicar  publicou  o  sr.  R.  Guima- 
rães em  1901  um  pequeno  volume  contendo  a  lisla  de  todos  os 
trabalhos  sobre  as  Mathematicas  publicados  por  auctores  por- 
guezes  durante  o  século  xix,  e  noticias  succintas  nmito  bem 
feitas  sobre  cada  um  d'cstes  trabalhos.  O  interesse  com  que  foi 
recebido  este  volume  levou-o  a  fazer  obra  mais  completa,  su- 
jeita porem  ao  mesmo  plano,  mas  abiangendo  tudo  o  que  sobre 
aquellas  sciencias  foi  escripto  por  auctores  portuguezes  desde 
a  fundação  do  paiz  até  ao  presente.  Teve  para  isso  de  fazer 
demoradas  investigações  nos  diversos  archivos  e  bibliothecas 
portuguezas  e  em  algumas  estrangeiras,  a  fim  de  que  não  fal- 
tasse obia  alguma  no  seu  livro-,  e  difficilinente  se  encontrará 
nella  uma  lacuna! 

Ao  examinar-se  este  livro,  nota-se  quanto  é  grande  o  numero 
de  trabalhos  que  em  Portugal  se  lêem  publicado  sobre  os  di- 
versos ramos  da  Malhcmatica  •,  entre  ellcs  porém  apparecem 
muitos  que  tiveram  somente  interesse  didáctico  no  tempo  em 
que  foram  esciiptos,  e  outros  que  não  tèem  importância  alguma. 
Mencionou-os  o  auctor  todos,  e  nisto  procedeu  muito  judicio- 
samente; mas,  para  os  trabalhos  que  estão  nestas  ultimas  cir- 
cumslancias,  limitt)u-se,  em  alguns  casos,  a  transcrever  o  titulo, 
e,  em  outros,  refei'iu-se  á  sua  iaha  de  interesse  ou  importância, 
e  algumas  vezes  aos  erros  que  conléem. 

Não  é  grande  o  numero  de  escriplos  publicados  em  Portugal 
que  tenham  originalidade;  mas  ha  alguns.  Kntre  elles  men- 
cionaiemos  os  de  Pedro  Nunes,  que  o  sr.  Guimarães  estudou 
com  cuidado  e  sobre  os  quaes  deu  muitas  informações  interes- 
santes, e  os  de  Daniel  da  Sii.va,  infelizmente  pouco  conhecidos 
Jio  estrangeiro.   Também  te  tccm  publicado  cm  Portugal  Iraba- 
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lhos  de  valor  sobre  Âslroiioinia  e  Náutica,  alguns  cios  quaes  o 
sr.  GuiMAuÃKs  tirou  do  injusto  esquecimento  em  que  jaziam. 

A  obra  a  que  nos  estamos  referindo  foi  recebida  no  estran- 
geiro com  muito  applauso.  Em  virtude  delia  a  Academia  das 
Sciencias  de  Madrid  abriu  ao  auctor  as  suas  portas,  elegendo- o 
para  sócio  correspondente;  e  muitos  jornaes  scienlificos  publi- 
caram a  seu  respeito  noticias  cheias  de  louvores  ('). 

Com  esta  publicação  o  sr.  Guimarães  fez  excellente  serviço  ao 
nosso  paiz,  que  lhe  deve  ser  grato. 

G.  T. 

(•)  Julgamos  util  reproduzir  aqui  alguns  extractos  das  noticias  a  que 
nos  referimos  no  texto. 

O  dr.  C.  JuEL  diz  no  Nyt  Tidsscriffor  Matematik,  de  Copenhague,  no  fim 
de  uma  noticia  consagrada  a  esta  obra:  «Os  trabalhos  d'esta  espécie  são 
d'uma  utilidade  enorme  para  os  mathematicos  e  historiadores  futuros». 

Na  Gazeta  Matemática  de  ^Bucarest  eucontram-se  as  palavras  seguintes, 
assiguadas  por  Ionesen:  «É  inútil  mostrar  aqui  a  importância  dos  li- 
vros da  natureza  do  do  sr.  Guimarães  para  o  conhecimento  desenvolvido 
das  sciencias  nas  naçòes  e  para  a  historia  geral  das  mathematicas ;  e  creio 
que  d'elle  não  poderemos  fazer  maior  elogio  do  que  exprimindo  o  desejo 
de  que  se  encontre  presentemente  um  imitador  entre  nós,  para  fazer  uma 
historia  das  mathematicas  na  Roumania  e  um  inventario  geral  dos  traba- 
lhos feitos  pelos  roumauicos  por  toda  a  parte». 

M.  d'Ocagne  escreveu  no  liulletindts  Sciences  Mathématiques:  «Fazendo 
o  inventario  mathematico  do  seu  paiz  o  sr.  Guimarães  fez  obra  i:)ia  sob  o 
ponto  de  vista  scientiíico.  .  .  O  catalogo  organisado  com  infinita  consciência 
e  cuidado  estende-sc  sobre  550  paginas.  . . ». 

Diz  Neuberg,  no  Mathesis:  «O  sr.  Guimarães  compoz,  com  um  perfeito 
conhecimento  do  assumpto,  uma  obra  muito  util,  que  tem  o  seu  logar  mar- 
cado nas  bibliothecas  de  todos  os  que  se  interessam  pela  historia  das  ma- 
thematicas». 

,  S.  Ganeff  diz,  na  lievida  da  Sociedade  Pliysico-mathematica  deSopJiia: 
«E  evidente  que  as  publicações  como  a  presente  são  de  um  interesse  ca- 
pital e  prestam  grande  serviço  a  todos  os  que  se  occupam  das  mathema- 
ticas. Fazer  a  exposição  histórica  duma  sciencia  em  um  paiz,  indicar  e 
analysar  as  obras  que  ncUe  a  têein  feito  progredir,  é  seguramente  um  tra- 
balho que  merece  todo  o  elogio;  e  ellc  servirá  como  modelo  de  trabalhos 
d'esta  natureza  em  toda  a  nação  que  aprecia  os  esforços  scientificos  dos 
seus  filhos». 

O  dr.  Hammer  escreveu  no  Zcilschriftfur  Vermessungsicessen  de  Stuttgart: 
«Também  fora  de  Portugal  despertará  interesse  o  conscencioso  e  valioso 
trabalho  do  auctor». 

Mr.  Lebon  diz  no  Enseignenient  mathématique :  «Desejamos  a  este  livro 
o  acolhimento  sympathico  que  merece,  e  tivemos  prazer  em  verificar  que 
o  sr.  Guimarães  produziu  uma  obra  que  dá  a  elle  e  á  sua  nação  uma  grande 
honra». 

M.  DicKSTEJN  diz,  no  Jornal  dz  Mathematica  de  Varsóvia:  «O  livro  do 
sr.  Guimarães,  fructo  de  longos  e  conscienciosos  estudos,  dá-nos  uma  ima- 
gem completa  da  iitteratura  mathematica  portugueza,  e  graças  ás  expli- 
cações e  ás  notas,  é  um  manual  muito  util  para  as  pessoas  que  se  consagram 
aos  trabalhos  bibliugraphieos  e  históricos». 
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Dr.    Oscar    Bolza  :     Vorlesungen  úber    Varialionsrechnung .    Lei- 
pzig, Teubner,  1909. 

Demos  ha  annos  no  Jornal  de  Sciencias  Malhematicns  uma 
noticia  sobre  a  obra  que,  sob  o  titulo  de  Letures  on  lhe  calculus 
of  varialions ,  o  dr.  O.  Jioi.zA  consagrou  ao  methodo  das  varia- 
ções, e  referimos-nos  com  justo  louvor  ás  boas  qualidades  d'esta 
obra.  Sobre  o  mesmo  assumpto  vem  de  publicar  o  mesmo  geo- 
metra  uma  obra  mais  completa  e  desenvolvida,  em  lingua  allemã, 
cujo  titulo  viuios  de  escrever, 

Sabe-se  que,  depois  da  fundação  do  Calculo  das  variações 
por  Eui.ER  e  Lagrange,  o  maior  progresso  que  teve  esta  parte 
da  Ânalyse  mathematica  é  devido  a  Weiehsirass,  cjue  d'elle  se 
occupou  em  lições  professadas  na  Universidade  de  Berlin.  Os 
resultados  a  que  chegou  este  eminente  geomelra  foram  divul- 
gados e  continuados  por  alguns  dos  seus  discipulos  e  depois 
por  outros  mathematicos  de  diversos  paizes. 

Ora,  a  obra  de  Boi.za  representa  fielmente  o  estado  actual 
d'esta  doutiina  e  a  sua  evolução  desde  que  foi  fundada  pelos 
geómetras  mencionados  acima. 

Os  auctores  de  cada  methodo,  proposição  ou  problema  são 
sempre  mencionados,  e  numerosas  indicações  bibliographicas 
são  escriptas  no  fundo  das  suas  paginas,  podendo-se  assim  se- 
guir a  historia  d'esla  parte  tão  bel  la  e  interessante  da  Analyse. 

A  exposição  das  doutrinas  geraes  é  feita  com  rigor,  clareza  e 
elegância,  e  os  problemas  célebres  a  que  se  tem  applicado  o 
calculo  considerado  são  tratados  do  modo  completo  que  o  es- 
tado actual  d'estas  doutrinas  permitte.  Além  d'isso,  são  indi- 
cados, como  exercícios,  muitos  outros  problemas  e  muitos  theo- 
remas  interessantes,  com  a  indicação  dos  auctoies  a  quem  são 
devidos. 

G.  T. 


\A 


UBER  DiE  ZAHLEN  IVIIT  EINER  GEGEBENEN  TEILERANZAHL 


VON 


Kdmund  Landa u 

in  Gõttingen 


EINLEITUNG 


Herr  E.  Friocourt  stellte  vor  lángerer  Zeit  im  Intermé- 
diaire  des  Mathémaliciens  íolgende  Frage :  (*) 

On  trouve,  au-dessous  de  1000,  106  nornbres  qui  admellent  6 
Jiviseurs,  180  qui  en  admeltenl  8.  Connait  vn  une  formule  qm 
donne  combien  il  y  a  de  nornbres  ayanl  n  diviseurs,  en  s'arrêtant 
a  une  lÍ7nile  donnée? 

Es  sei  also  fn\x)  dic  Aiizalil  dei'  (posiliveii,  ganzeii)  Zahlen 
^a",  die  genau  ?i  (positive,  ganze)  Teiler  besitzen.  Der  auonyme 
Autor  einer  Antwort  (^)  im  Iiitermédiaire  des  Malhéniaticiens 
hat  schon  riclitig  bemerkt,  dass  man  nur  nach  asymptotischen 
Relationen  iiber  fn{x)  niit  Aussicht  auf  Erfolg  fragen  dúrfe, 
weil  bereits  fi(x)  die  AnzabI  der  Primzablen  bisa;  darstellt. 
Icli  will  nun  — ilidem  ich  micb  auf  die  Ermiltlung  des  bõch- 
sten  Gliedes  beschrànke  —  iii  der  voriiegendeii  Arbeit  den 
Nacbweis  fiiliren,  dass  fn{x)  asymptotiscb  gleicb  ciner  der  ele- 
mentaren   Funklionen   positiven  Argumentes  ist.    Mein  Ziel  ist 


(1)  No.  426,  Bd.  11  (1895),  S.  8;  wiedeiholt  im  Bd.  viii  (ISOi),  S.  129. 

(2)  Bd.  IX  (1902),  S.  69-71.  Wenn  auch  sachlich  das,  was  Anonyme 
sagt,  zutreffend  ist,  so  siud  seiue  Literaturangaben  zieinlich  konfua.  Z.  B. 
•wiift  ei-  mehrere  Arbeiten  von  mir  durclieinander,  iiidein  er  behauptet, 
dass  ich  in  einer  bcstimmteu  Arbeit,  deren  Titel  cr  nennt,  die  Zeta- 
fuiiktioii  und  das  Goldbaclisehe  empirisclie  Gcsctz  bchandle. 

VoL.  VI  — N.o  y  1 
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nâmlich,  filr  alie  n^2  zu  beweisen : 

(1)  /■„  (x)  ^  A  -j-^^  (log  log  íc)C  , 

wo   A,  B,   C   gewisse,   nur  von  n  abhàngige   Konslanlen   sind. 
Genauer  ist,   wenn  ^   der   kleinste  Primfaklor   von  n   ist   und 

srenau  w  Male  in  n  aufeeht,  B  = und  C  =  to  —  1. 

°  p  —  1 

Hierzu  lose  ich  in  den  §§  1-2  die  Au%abe,  bei  festem,  ganzem 

v^l   und  festen,  ganzen  positiven  aj,  ..,,  a^  die  Anzahl  g{x) 

der  Zahlen   Sa;,    welcbe   genau  v   Primfaktoren   in   der  vorg^e- 

schriebenen  Vielfacliheil  eiilliullen,    asyniplolisch  abzuschatzen. 

Daiaus  wird  sicb  dann  in  §  3   leicht  die  Antwort  auf  die  ge- 

stellte  Frage,  d.  b.  der  Beweis  von  (1)  ergeben. 

§  1. 

liilfssatz  (')  :  Es  sei  f(x)  fúr  x^  1  Jefmiert ,  auf  jeder  endli- 
chen  Slrecke  {"^xSz  heschránht^  und  es  sei  bei  unendlich  wachsen- 
dem  X 


(2)  /•H-D.j-^(loglog«.)F 


wo  D,  E,  F  Konstanten  sind  und  D>0,  E>0,  F^O  isl. 
Es  sei 

O  <</!< ^2  <•••<</«<••  •  ad  inf., 

und  es  ^ebe  ein  £">0,  so  dass 

CO  \  \ 

2  — — =  s 


)i=l  fjn       "  ?     5'       ^ 


konvergiert.  (Eo  ipso  ist  dann  lim^,j=GC  und  £<CE) 
Dann  ist  (') 

S    /(^)^G-^(logloga./, 


9^A.- 


(')  Es  liessen  sich  leicht  weitergeheude  Behauptungen  beweisen;  mick 
interessiert  jedoch  nur  der  Wortlaut,  den  ich  geiade  brauche. 

(2)  Der  Bummationsbuchstabe  q  bedeutet  in  diesem  Paragraphen  durch- 
Tvcg,  daes  alie  Zahlen  j,,  des  betreffenden  Intervalls  durchlaufen  werden. 
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wo  die  Konstanle  G  den  Wert 

fiat. 

Beweis:  Ich  wálilc  cin  o)  so,  dass 

(3)  ,o>-i 

ist. 

Es  ist  fiir  alie  liinreicliend  grossen  x  (wenn  nur  O  <log"'a;<íc 
ist)  identisch 


/<.v      ^^  ?<logWjtr      ^^J'^        loi;"».v<f/<.v 


X 


Nach  (2)  ist,  weil  y mit  x  unendlicli  wird,  fiir  wachsen- 

log"'íc 


des  X  und  alie  g^\og^'^x  gleichmàssig 


ini  ^ 


.=  .  -^ 


(f) 


D-^—ílogloo- 
X   \    "      ^  q 


lofi^ 
Fiir  wachsendcs  x  und  ^^log"^»;  ist  ferner  wegcn 

X 

log  íc^^log  X  —  (O  log  log X ^ log  —  S_  log X  —  log  qi^^\o^ x 
gleichmàssig 

'''^'''^?/  (log  log- £C)^^      ,_ 


,  X  lofifíC 

oe-  —  " 


also  gleichniàssig 


=  1 


Df^^(loglogír)F 
Ioga?  ^    ^     &    ^ 


in 


In  Formeln:  Bei  i:;egebenem  o>0  giebt  es  ein  ç  =  í(5)  deiail, 
class  fiir  alie  cc^^  und  alie  (j^\og"'x 


^  ^  log o;  q^  -'  \<l  J  -  log  03  ^'=' 

isl.  Fiir  íc^:;  isl  daher 

Dj;E(logloga;)F      ^      j   .^v^^.t  ,      D.rE(logloga;)F      ^      J_ 

Dies  besagt 

^         D^i^^nn-loga;)F       ^        1 

Yix^  (log  log  o?)''  ^,   1 
'^  log  03  7  q^ 

Andererscits  ist  nach  (2)  a  foilioii 

f{x)^0{x^), 
also  bei  passender  Wabl  von  H  liir  alie  «^1 

\f{x)\<\\x^^. 


Daber  isl 

]og^'\v<í<.v  \^^ 


1-2  1<H  ^  ' 


<  Ha-E        V 


1 


log"'.v<í<r.    ^       ^      ^" 


log:i'»3a3,..„. </E" 


)g  t'»-  a? ,    „j   ^  ^     fl'^ 

o  log""A-<g<oc  7 


logw^íc   fy    ^E-s 
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also  wegen  (3) 

(5)  í;,-.(|-;|^(I„,i„s./). 

was  zii  bcweisen  war. 

§2. 

Es  bezeichne  X;  (a?)  die  Anzahl  der  quadratfreien  Zahlen  ^a?, 
die  aus  genau  v  verschiedenen  Primzahlen  zusammengcselzt 
sind.  Bekanntlich  (*)  ist 

1  X 

(6)  zv  H^- — —- (log  log:  xy-i . 

(v  —  1) !    Ioga?  ^    °     °    ' 
Ttv(íc)  bedeutet,  wie  gesagt,  die  Anzahl  der  Zahlea 
pipi  •  •  •  /7v^«, 

wo  die  p  verschiedene  Primzahlen  bezeichnen. 

Aus  (6)  folgt  bei  feslein  ganzem  «^l  íiir  die  Anzalil  der 
Zahlen 

Pi'^pf  •  •  •  py'^Sx 

die  Relation 

Es  babe  nun  ^(a?)  die  ani  Ende  der  Einleitung  angegebene 
Bedeutung:  Anzahl  der  Zahlen 

p\      ■■•  /Jv  'Sx, 

wo  ausser  v  noch  ai,  ■  •  •  ,a-j  gegebene  positive  ganze  Zahlen  sind. 
Es  sei  a  die  kleinsle  der  Zahlen  «i,  «2,  •■•,  <?v  und  komnie  w 
Male  vor,  so  dass  1  ^zy^v  ist.  In  diesen  Bezeichnungen  gill  der 
Satz  :  Es  ist 

m;o  K  >  O  ist. 


(1)  Vergl,   §  56   meines  Ilaudbuchs  der  Lehre  von  der  Verteilung  der 
Primzahlen  (Leipzig  und  Berlin,  1909). 
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Beweis:  Der  Satz  ist  fiir  v=  í  richtig,  nàmlich  in  (!)  ent- 
halten.  Ich  beweise  ihn  durch  vollstandige  Induktion  fiir  ein 
v>2,  indeni  ich  ihn  bis  zu  v — 1  ais  bewiesen  annehine. 

Ohne  Beschrankung  der  Allgenieinheit  kann  ich  so  nume- 
riert  denken,  dass  a^_u'  +  i=  ■  ■  =  (^^>  =  ^  ií't-  Falis  ?<;  =  v  ist,  ist 
der  Satz  durch  (7)  bewiesen;  es  konnnt  also  jelzt  nur  l^w^v — 1 
in  Betracht. 

Es  durchlaufe  /:  alie  Zahlen  der  Gestait  pi"- p-f  •  •  ■  pw'^  nnd  q 
alie  Zahlen  (*)  der  Gestait  pi"!  pf^-  •  •  •  p^^J'^-'^.  Ich  multipliziere 
ein  beliebiges  rj  niit  einem  beliebigen  k  und  sehe  zu,  welche 
Zahlen  dann  herauskonimen.  Zunáchst  alie  Zahlen /J|"i  ••• /?v  ^ 
und  zwar  je  einnial,  dann  aber  auch,  gleichfalls  je  einmal,  die 
Zahlen  cndlich  vieler  Zahlklassen  vom  Typusyjj'*  •  •  •  p^x  1\  wo  die 
Exponenten  durch  Zusammenlegung  eines  oder  mehrerer  a  in 

dl,    •••,    Ct^^—iD,    d,    •  •  •  ,    fl! 

mit  je  einer  der  Zahlen  «i,  •  ••,  «'.;_,(,  entstehen  (2).  Stets  ist  dabei 
ji.<v — 1,  ferner  die  kleinste  der  Zahlen  òi,  •  ••,  bj^,,  gleich  a 
oder  grosser  ais  a,  und  a  selbst  kommt  hochstens  w—  I  Male 
vor.  Nach  deni  bis  zu  v  —  1  ais  bewiesen  Angenommenen  ist  daher, 
wenn  f\x)  die  Anzahl  der  íSx  bezeichnet, 

(8)  S  f(^)  =  g  (X)  +  o  (pL.  (log  log  xr-^)  . 

q<x     \'//  \\ogX  ^      »       ^     ^         / 

Nun  erfiillt  die  Funktion  f(x)  nach  (7)  die  ini  Hilfssalz  ge- 
forderte  Relalion  (2)  mit  den  Konslanten 

[w  —  \)i  a 

es  ist  eben 

^  ^       (m;—  1)  !    logíc 
Ferner  erfullt  die  Klasse  </  die  Bedingung,  dass  fiir  ein  gewisses 


(')  In  k  und  q  variieren  die  jj  bcliebig,  so  dass  nicht  etwa  dieselben 
Pl>  1hi  •  ■•  gemeint  sind. 

{-)  D.  h.  es  ist  bi=^ai  oder  ai-\-a,  ...,  iv-M'  =  av— w  oder  av— w  +  ^j 
wâhrend  alie  eventuell  folgenden  ô  den  Wert  à  habeu. 
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£>0 

konvcrgiert.  In  der  That  ist  filr  5>  —77.-  tlie  Rcihc 


konvergent,  da  ja  jede  der  Zahlen  a\,  «2,  ••,  í-fv-jf  grosser 
ais  a,  d.  h.  ^«+1  i^t.  Der  HilFssalz  ist  aiso  anwendbar  und 
liefert  _ 


(jí^AT 


wo 


ist. 

Aiis  (8)  und  (9)  folgt 

wic  behauptet. 

§3. 

Nun  sei  71  eine  gegebene  ganze  Zabl  ^  1,  und  es  soll  die 
Anzahl  fn{x)  der  Zahlen  ^x  niit  n  Teilern  untersucht  werden. 
Wenn,  in  Primzahipotenzen  zerlegt, 

w  — /Ji"'  •  •  •  y^/'-' 
ist,  sollen  aIso  die  W^x  gezãhlt  werden,  fiir  welelie 

(«l+l)...(«v+l)  =  « 

ist.  Bei  gegebenem  n  zerfallen  die  Zahlen  ti  mit  n  Teilern 
in  endlich  viele  Typen ;  71  ist  auí"  alie  mugliehen  wesenilieh 
verschiedenen  Arten  in  beliebig  viele  Faktoren  ]>  I  zu  zerlegen: 

n  =  Oi  '  •  •  by , 


136 


und    alsdann   siiul  /um   Exponentensyslem   bi  —  1,   •  •  •,   by — l 

alie  u  íM  finden.  Fiii"  jedeii  dieser  Typen  greift  cine  der  Funkl.i- 

oiien  g{x)  aus  §  2   Plalz;   es   handelL  sich   also    daruni,    dieje- 

nige   oder   diejenigen   zu    ennitteln,    welche    asyinptotisch    den 

hochsten  (*)    Wert   liefein.    Dazu    muss    das    kleinste   vorkom- 

niende  «'u,   d.  li.  das  kleinste  vorkonnnende  ^a,  in  erster  Linie 

nioglichst  klein  sein  und  in  zweiter  Linie  nioglichst  oft  vorkom- 

men.    Man  hat  also   aus  n   seinei\  kleinslen  Prinifaktor  p  so  oft 

ais  moglich  abzuspalten.  AVas  sonst  geschieht,  ist  gleichgillig  •, 

d.  h.,  wenn  jenes  p  genau  lo  Male  in  n  aufgcht,  liefert  jede  Zer- 

legung 

n  =  p  ■  p  •  ■  ■  j)  •  m  ■  ■  ■  tiz, 

wo 

n 
m  ■ .  ■  nx  =  — 

ist    und   711,    ••',  n-:^2    (also   ^p-\-í),    niclit    aber    nolwendig 
Primzahlen  sind,  ein  g{x)  von  der  Ordnung 

p-i, — 
Vx 


- —  (log  log  xy-'-^ . 

logíc 
Genau  lautet  das  Ergebnis : 


wo  die  àussere  Sumnie  sicb  auf  alie   wesentlich  vei'scbiedenen 

71 

Zerlegungen  von  —   in  Fakloren   >  I    bezieht  und  die  innere 

Sunime   sich   auf  alie   Zahlen  mit  dem  beíreflenden  Exponen- 
tensyslem  7ii  —  1,  •••,  7iz — 1    erstreckt.  Die  Doppelsumnie  be- 

71 

deutct  natúrlich  1  ini  Falle  — =  1. 

1 8 
Beispiel:    ?i=18  =  2--^;    p=2,    w=^\\    erslens    x  =  2, 


(1)  Das  Ergebnis  des  §  2  lehit  ja,  dass  die  zwei  Systcmen  entsprechenden 
Fuuktionen    </(*')  stcts  komparabcl  sind,  indem   ilir  Quotient   cutwede 
gegen  O  oder  gegen  cine  eudliche  Zahl  oder  gcgcu  x  strcbt. 
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* 

?íi  =  3,  «2  =  3,   zweitcns  t=1,  ;7i  =  9; 

X      /,.     l       .  „    1 


logíC    \     p-q^  p- 

Úberhaupt  folgt  aus  der  Theorie  der  symmelrischen  Funkli- 
oneii,  dass  die  I)oppelsumme  ia  (10),  also  auch  die  Konslante 


{w—\)\        ' 

in   (1),    sicli   ais   ganze    rationaie    rationalzahlige   Funktion    der 
Werle  von 

p   P 
fiir  endlich  viele  rationaie  a  >  1  darstellcn  lásst. 

Gõttiiigeu,  den  22.  Juni  1911. 


SUR  LES  CUBIQUES  GAÚCHES 


PAR 


M.  C.  Servais 

Professeur  à  rUniversité  de  Gand 


1.  Soient  |i|,  j).2,  \>.3  les  plans  osculateurs  menés  d'un  point  ]\I 
a  une  cubique  gaúche;  /i,  ín-,  h  les  tangentes  correspondanles •, 
?«!,  77H,  ???3  les  inlersections  des  couples  de  plans  ji2  et  H3, 
jj.3  et  ij-i,  jj.|  et  [ia;  Ag  et  A3  les  points  {tímC)  et  [t^mC);  B3  et  Ri 
les  points  {tzm^)  et  {l[m-i)\  Ci  et  C2  les  points  (/i???3)  et  {tiin^); 
s  un  axe  quelconque  de  la  courbe,  intersection  des  plans  os- 
culateurs ai  et  02',  s  peut  être  une  tangente  a  la  cubique. 

La  droite  s  rencontre  le  plan  |xi  en  un  point  Si,  et  les  traces 
51  et  «2  de  ai  et  a^  sur  le  plan  [j.i  sont  les  tangentes  menées 
de  Si  à  la  conique  ([j.i)  inscrite  dans  la  développable  osculatrice 
à  la  cubique  et  siluée  dans  le  plan  [j.i.  C-ette  conique  est  tan- 
gente aux  droites  ?«-)  et  nis  respectivement  aux  points  R3  et  C2. 
D'après  le  théorènie  de  Desargues,  les  rayons  S[  et  53,  Silia  et 
S1C2  sont  conjugues  dans  une  involution  ayant  pour  rayon 
double  SiM.  Par  suite  les  plans  sBs  et  sC^  sont  conjugues  dans 
Tinvolution  détinie  par  le  couple  ai  et  a^,  et  le  plan  double  sM. 
Un  raisonnenient  analogue  montre  que  les  couples  de  plans 
sCi  et  sAa,  5A2  et  sBi  sont  conjugues  dans  cetle  involution. 
Donc: 

Si  jj-i,  |J.2,  |JL3  soní  les  plans  osculateurs  vierus  d'un  pohil  M  a 
une  cubique  gaúche  ti,  t-2,  13  les  tangentes  corresponclantes ;  les 
plans  [j-i,  1x2,  [J.3  sont  coupés  respectivement  par  les  couples  de  droites 
t2  et  t3,  t3  et  ti,  ti  et  ta  aux  points  C2  et  B3,  A3  et  Ci,  Bi  et  A2, 
projetés  d'un  axe  quelconque  s  de  la  cubique  gaúche  suivant  íinvo- 
lulion  de  plans: 

«(CaBa,  Aad,  BiA,.). 
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Les  plana  osculai eurs  ai,  a-2  passant  par  Vaxe  s  sonl  conjugues 
dans  cette  involution.  Un  plan  douhle  de  cetle  involulion  passe  par 
le  point  M, 

2.  L'axe  s  de  la  cubique  rencontre  les  plans  |j.2  et  [j.3  aux 
poiuls  Sá  et  83",  les  droiles  CiSa,  B1S3  coupenl  y«i  aux  points 
C'i  et  IV);  on  a  Tinvolution  (í) 

(MM,  A2IV1,  AaCi) 

par  suite  la  projectivité 

(M,  A2,  Cl, )Ã(^I.  ^3,  B'i, ) 

a  pour  élément  double  unique  le  point  M.  Elle  est  d'ailleurs 
déterminée  par  cet  élément  double  unique  et  par  le  couple 
d'éléments  homologues  A-2  et  A3.  Ainsi : 

Un  axe  quelconque  s  de  la  cubique  gaúche  rencontre  les  plans 
]X2  et  |j.3  aux  points  83  et  83*,  les  droites  C182  et  B183  coupent  la 
droile  1x21x3  aux  points  C'i,  B'i  homologues  dans  la  projectivité 
déterminée  par  le  point  double  unique  M  et  le  couple  de  points  cor- 
respondants  Ag  et  A3. 

3.  Dans  le  cas  d'une  parabole  gaúche,  on  peut  supposer  le 
plan  ;xi  h  Tinfini;  les  coniques  inscrites  dans  la  développable 
osculatrice  a  cette  couibe,  sont  des  paraboles.  Les  axes  de  ces 
paraboles  situées  dans  les  plans  [X2  et  [X3  sont  parallèles  i-espcc- 
tivement  à  S2C1  et  8361.  Le  point  M  étant  a  Tinfini  la  projec- 
tivité precedente  indi(|ue  que  les  segments  A2A3  et  B'iC'i  sont 
égaux.  Par  suite 

Un  axe  quelconque  s  íVune  parabole  gaúche  rencontre  deux 
plans  osculateurs  fixes  jj.2  £t  |X3  de  cette  courbe,  aux  points  82  et  83; 
les  par  alicies  menées  par  les  points  82  et  83  respectivement  aux 
axes  des  paraboles  inscrites  dans  la  développable  osculatrice  et  situées 
dans  les  plans  [X2  et  jX3,  déterminent  sur  la  droite  [X2|X3  un  segmenl 
C'iB'i  de  longueur  constante. 

4.  Sur  Taxe  ?«i  on  a  la  projectivité  à  élément  double  uni- 
que M 

(M,  A2 )  Ã(M,  A3, ) 

d'ou  Ton  déduit  les  faisceaux  projectifs: 

Cl  (M,  A2, )ÃBi  (M,  A3, ). 
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Un  plan  quelconque  z  coupe  ces  clcux  faisceaux  suivant  deux 
ponctuelles  projectives  et  les  droites  qui  joignent  les  points 
correspondants  envcloppent  une  conique  (7:1)  lan^eiite  aux  plans 
|J-i,  |J--2>  \i-3-  L'axe  de  la  cubique  yauche  silué  daas  le  plan  r  est 
une  tangente  li  la  conique  (zi)  (2).  Par  suite: 
Les  faisceaux  piojeclifs: 

Cl  (M,  A2 )  Ã  Bi  (M,  A3 ) 

A2  (M,  B3, )  Ã  C2  (M,  B,,   ) 

B3  (M,  Ci, )  Ã  A3  (M,  C2, ) 

sont  coupés  par  un  plan  quelconque  r.  suivant  des  ponctuelles  pro- 
jectives à  l'aide  desquelles  on  engendre  les  coniques  (7:1),  (^3),  (1:3). 
Ces  Irois  coniques  ont  qualre  tangentes  communes. 

On  conclut  de  cette  propriété  qu'étant  donnés  les  plans  os- 
culaleurs  |j.i,  jX),  1x3  de  la  cubique  et  les  tangentes  correspon- 
dantes  ^i,  ti,  tz  on  peut  construiie  Taxe  de  la  courbe  situe  dans 
le  plan  7:. 

Si  le  plan  7:  est  osculateur  a  la  cubique  les  coniques  (tti), 
("2),  (^3)  coincident  avec  la  conique  inscrile  dans  la  dévelop- 
pable  osculatrice  et  située  dans  le  plan  r.  (2). 

5.  Un  point  S3  étant  donné  dans  le  plan  osculateur  1J.3  on 
peut  construirá  Taxe  de  la  cubique  passant  par  ce  point  et  ex- 
térieur  au  plan  [13.  La  droite  B1S3  coupe  mi  au  point  B'i.  On 
determine  son  homologue  C'i  dans  la  projeclivité  (2) 

(M,  A.>,  Cl, )Ã(M,  A3,  B'i, ). 

La  droite  A2S3  coupe  m-i  au  point  A'á,  on  construit  son  homo- 
logue C'a  dans  la  projectivité 

(M,  B3,  A'., )  Ã  (M,  Bi,  C'.,   ). 

L'axe  cherché  s'appuie  sur  les  droites  CiC'i,  C^Cá. 

6.  Corrélativement:  Si  Mi,  M2,  M3  sont  les  points  dHnlerseclion 
d'un  plan  \l  et  d' une  cubique  gaúche,  li,  t^,  ts  les  tangentes  cor- 
respondantes ,  les  points  Mi,  M-2,  M3,  sont  projetés  respeclivevient 
des  couples  de  droites  ta  et  13,  t3  et  tj,  ti  et  t-2  suivant  les  plans 
72  et  ^3,  0(3  et  "Cl,  pi  et  a>,  qui  déterminent  sur  une  secante  quel- 
conque s  de  la  cubique  trais  roujdes  de  points  en  involution. 


141 


Les  poinls  de  la  secante  situes  sur  ia  cowbe  sont  conjugues  dans 
cette  involution.  Un  poinl  douhle  de  celte  involution  est  situe  dans 
le  plan  [x. 

Si  a2,  03  désignenl  respcctivement  les  jdans  sM>,  sM^,  les  droites 
aâfi  et  a3pi  sont  dans  deux  plans  y'i  et  p'i  du  faisceau  ayant  pour 
axe  M2M2  et  homologues  dans  la  projectivifé  déteiminée  par  le  plan 
double  unique  |j.  et  le  couple  de  plans  conespondants  «a  et  aa. 

Etant  donnés  trois  points  Mi,  Má,  M3  d'une  cubique  gaúche 
et  les  tangentes  correspondantes  ti,  t^,  ^3,  on  peut  construire  la 
secante  de  la  courbe  issue  d'un  point  donné  P. 


SUR  LAPPROXIIVIATION  DES  RACINES  COMPLEXES 
DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES 


PAR 


A.  Kempe 

à  Rotterdam 


Dans  ce  qui  suit  je  me  propose  de  revenir  sur  ce  que  j'ai 
remarque  par  rappoit  aux  vacine?,  complexes  des  équations  dans 
mon  mémoire :  Sur  l'approximalion  des  vacines  des  équations  de 
degré  supevieur  inséré  dans  le  Yol.  xlvhi  (1"  de  la  serie  3"^"^^), 
1910,  du  Journal  des  Malhtmaliques  de  Ballaglini,  la  cliose  étant 
bien  plus  compliquée  que  je  ne  le  pensais  pas,  vu  que  le 
calcul  des  deux  coefficients  réels,  qui  composent  une  racine 
complexe,  est  pour  Tapproximation  numerique  directe  trop  pé- 
nible.  Aussi  il  faut  corriger  quelques  erreurs  de  calcul,  corre- 
ction  qui  será  faile  par  une  méthode  tout  à  fait  directe  pour 
quatre  racines  complexes  et  approximative  reslreinte  pour  six 
et  huit  racines  complexes. 

Commençons  pour  lappeler  la  définition  d'une  racine  com- 
plexe: elle  est  la  somme  algébrique  de  Tunité  réelle  multipliée 
par  un  nombre  rcel  et  de  l'unité  imaginaire  multipliée  par 
un  autre  nombre  léel;  ainsi  la  formule  d'une  telle  racine  est 
a  +  bi,  a  et  b  étant  des  nombres  réels. 

Ceei  pose,  nous  nommerons  respcctivement  xi,  íc^,  íC3,  O0l^  les 
racines  complexes  a-\-bi,  a  —  bi,  c-\-di,  c  —  di  de  Téquation 
donnée  (nous  bornant  pour  le  nioment  à  quatre)  et  nous  sup- 
poserons  que,  avant  de  les  calculer,  on  ait  determine  les  ra- 
cines réelles. 

1.°  Maintenant,  quand  une  équation  de  degré  quelconque  a 
deux  vacines   complexes,   il    est  bien  facile   de   les  calculer,    car 

a"  +  /««-*  H-  ^£c"-2  +  .  .  .  -\-p  =  O 


íiÁ 


étant  réqualion  donnée  et  a?3,  .  .  . ,  o?,,  élant  les  racines  réelles, 
il  est  évident  que 


£Cl  -f  «à  =  2«  =  —  f—  («3  +  £C4  +...+«„)  , 

que 

X[  .  Xi  =  «-  -f-  Z»'  = 


±P 


X2  .  Xi  .  Xõ  .  X6    ...    a?,, 

et  que  ces  deux  équations  déterminent  complètement  les  deux 
nombres  réels  a  ei  ò  dont  dépendent  les  racines  complexes 
cherchées. 

2."  Quant  réqualion  a  quatre  racines  complexes,  la  chose  de- 
vient  un  peu  plus  conipliquée.  Supposons,  comme  nous  Tavons 
énoncé,  que  les  racines  réelles  de  Téquation  donné  soient  con- 
nues;  alors  on  peut  réduire  Téquation  donnée  ;i  une  quartique, 
en  la  divisisant  par  (cc— ícs)  (x  —  xq)  .  .  .  {x  —  íc„).  La  quartique 
qui  en  resulte  n'aura  que  des  racines  complexes.  Prenons  donc 


=  c  +  di 
ÍC4 


x'-  +  fx^^gx''--\-hx  +  k  =  Q.  (1) 

On  aura,  en  développant  [x  —  X[)  [x  —  r.-i)  (x  —  x^)  (x  —  ítí)  =  O, 
les  équations  suivantes  en  a,  /j,  c  et  d: 

«  +  c==^,  (2) 

(a'~-^ò'-)+(c''  +  d~^)-{-iac=o-,  (3) 

2  c  («2  +  ^2^  4-  2a  (£-2  +  í/2)  =  _  A ,  (4  ) 

{a^-\-b^-){c^-  +  cP)  =  /í.  (5) 

Observons  que  a2_[_/^2  ^^  c'  +  (/*  sont  exprimes  implicite- 
ment  en  a,  c  et  les  constantes  de  (1);  il  n'est  pas  difficile  de 
les  exprimir  explicitement  en  fonclion  de  ces  grcmdeurs  de  la 
manière  suivante. 

Les  équations  (3)  et  (4)  donnent 

„.+o^.^HA^^ái^,  (6) 

2  [c  —  a) 

Z{a  —  c)  ^  ^ 
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et   ces  équatlons    rendent   le  calcul    de  a   et  c  facile.    Car,    en 
multipliant  (6)  et  (7)  et  en  tenant  compte  de  (5),  on  a 

1{\ac-g)a  —  h      2{Aac  —  g)c  —  A 

2{c-a)  '  2{a-c)  '  ^^ 

En  tenant  conipte  de  (2)  et  en  reniplaçant  «--|-c'^  par 
—  2ac  +  ^,  réqualion  (8)  prend  la  forme 

.     ,  „         1        .     ,3    ,     g^^fh-U:  ^              h'^  +  kP-hfg         .  .^, 

(a^j3__^(,,^)2_j_o __ ^^^^j^ __ ^  =  0^     (9) 

équation  de  3"^"^^  degré,  qui  exprime  {ac)  en  fonclion  des  coef- 

ficients  de  (1).  On  peut  la  resoudre  p.  e.  par  la  methode  ap- 

proximative  donnée  pour  les  racines  réelles. 

Posons  ac  =  /,  a-\-  c  étant  donné ;  nous  voyons  que  les  équa- 

lions 

f 
a  +  c=  — -^     et     ac=l  (9*) 

remplacent  tout-à-fait  les  équations  (2)  a  (5)  pour  le  calcul  de 
a  et  c. 

Ces  groupes  (9^)  sont  remarquables ;  nous  les  retrouverons 
ci-après,  et,  modifiés,  ils  nous  aideront  dans  des  cas  plus  diffi- 
ciles. 

Les  quantités  «  et  c  étant  connues,  (6)  et  (7)  donneront 
b  et  d. 

L' équation  (9)  est  la  solulion  générale  des  équations  de  la  forme 
(1)  a  qualre  racines  complexes. 

Voyons  des  exemples  de  la  doctrine  precedente. 
1.°  Deux  racines  complexes. 

Soit 

a-;'^  — 4  íc3  4-3  íc2  + 77  £c— 10077=0.  (10) 

Le  théorème  de  Siurm,  ou  celui  de  M,  Bes  (voir  a  ce  sujet 
iiHet  Wisliundig  Tyd.<clireiflí>,  Année  7,  Liv.  i,  Í910)(*),  nous 
assure  qu'il  y  a  deux  racines  réelles  et  deux  complexes. 

Quant  aux  racines  réelles,  on  trouve 

£C3=  10.886,     £C4  =  — 9.26096, 


(•)  Titre  en  français  :  Péiiodique  Mathématique,  red.  MM.  Yaes,  Kcre- 
diet  et  Qiiiut. 
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donc 

xi-{-xxr=2a  =  2  .87ií»(>,     a=  I  .  18748  , 

X30C1Í 
et  h  peu  prés 

6 -+9.929; 
donc : 

«■,=  !.  187  i8 +  9.  929  ...  2     íc.  =  1  .  18748  —  9  .929  ...i. 

2."  Qaatre  racines  complexes. 
Soit  : 

£c*  — 27.4  a;3  + 21)0.  33x2—  1420  .  tíC8  íc+ 2781  .4824  =0     (11) 

réqualioii   correspondant  à  (1),    n'ayant   que  des  racines  com- 
plexes; réqualion  (8)  deviendra: 

(^acf  —  1 4 .5 .  1 G5  (ac)2  +  7005 .  743  (ac)  —  1  1 242  1 ,098  =  O      (12) 

avec  trois  deciniales  exacles.  Les  racines  de  (12)  sont: 

{ac)i  =  44.82,     {ac}2  =  53  .  1 72.5  ,     («0)3  =  47.1725, 

dont  les  deux  dernières  ne  pcuvent  pas  satisfaire,  parce  qu'elles 
rendent  a  et  c  complexes,  et  ces  nombres  sont  réels. 
Ainsi  nous  avons 

xi+Xi-\-X3+xr,  =  2  (rt  -f  £•)  =  27  .  4  ,     ac  =  44  .  82  , 
a  =  8.3,     c=5.4,     b  =  2,     r<f=3, 

[ces  dernières  valeurs  i"ésultent  dts  équations  (0)  et  (7)]  ou 

rt=.5.4,     c  =  8.3,     ^  =  3,     r/=2, 

ce  qui  importe  peu,   les  équations  (2)  h  (5)  étant  symétriques 
et  restant  invariables  en  changeant  a  en  c,  b  en  r/,  c  en  a,  r/en  b, 
Donc 

a;,  =  8.3+2/,     íc-2  =  8.3  — 2z,    a;3  =  5.4  +  32,    «4  =  5.4  — 3i 

sont  les  racines  complexes  de  (II). 

VoL.  VI  —  iN.°  3  2 
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3.^  Six  racines  complexes. 
Soil 

x^  +  hx^  +  /-x-''  +  /a;3  -f  /«^r^  +  nx  -f-  /;  =  O  (13) 

une  étjualion  n  six  racines  complexes 


=  a  +01  , 

=  c  +  (h  , 

x:í 

X-2 

Xl 

Xe 

on  Irouve  aisénient,  cn  développant, 

(ir  —  Xi )  (x  —  x±)  [x  —  x-i)  (x  —  Xi)  (x  —  ícr.)  (a?  —  cce)  =  O  , 

=>n  i1c^-1f=-/i  ,  (14) 

(«2  -f  //2)  +  (^-2  +  ,/2)  4  (/^2  +  f)  +  .}  «,  +  4  ^/-^  4  c/=  /!• ,  (15) 

2(«Tc)(r'4-r)+2(«+/Xí--+r/-)4-2(c-r/)(«^4-Z.-^)-f8«./'==-/,  (16) 

+  4«r(/2-|-n°-)  +  4«/'(^-  +  í/^)+ií^A«'  +  ^'-)  =  "'.        (!') 

2«(c2+rA')(/2+.2)4_2,(«2_|.^2^(|._U.23^.9/|,,2+^-^(,2+^-2)__,,^     (,8) 
(«2  4.  ^2)  (,2  +  ,/i)  ^^2  O-  0.2)  =^j  .  (19) 

Elles  sont  symétriques  et  sont  identiques  aux  équations  (2) 
à  (5)  qnand  f=g  =  Q.  Si  Ton  voulait  en  déduire  une  équalion 
à  une  seule  inconnue,  une  équation  en  «,  par  exemple,  on 
trouverait  une  équation  de  degré  720.  On  n'y  pensera  pas.  Re- 
marquons  que,  comme  en  (2)  — [h),  a'^-\-b'^,  c^  +  í/-,  /^  +  ^^ 
sont  exprimabies  en  íbnclions  de  a,  c,  f  el  des  coefficients  de  (13). 

Combinant  (15),  (16)  et  (18),  les  scules  qui  donnent  lieu  à 
une  équation  quadratique  —  toute  autre  combinaison  surpassant 
le  deuxième  degré — nous  aurons: 

(«2  ^  ^,2 )  +  (,2  +  ,/2)  ^  (/-s  _  „.-2^  ^/,-4(aci^  afi-  cf),        (1  5) 
(c  -  f)  {c^  +  ^  -j  +  («-/')  («-  +  ^-)  =  [^-  -Hac  +  «/•+  ^Z)]  («  +  c) 
-j ^ =n  (pour  abréger),  (20) 

,,_(«_/•)  (,,24^2)    „(,_^)4_2/'(«H&2)x[|i.-(«-/j(aH^-)J 


(«'+^5)- 


==k-k{ac-\-af^cf).  (21) 


14-í 


Puis:  la  qiiadrali(|ue  (21)  noiís  donne  «- -f  ^^  en  fonclion 
de  a,  c,  /',  cU'.-,  (20)  nous  donne  c^ -\- d'^  en  fonclion  des  nièmes 
quantilés.  cnfin  (15)  expriniera  f' -{- g"^  en  lonetion  des  mènies 
nonibres. 

Voila  donc  des  équalions  analoyues  à  (Gj  et  (7),  sculeuicnL 
là  elles  étaienl  de  premier  degré  par  rapport  à  (a^-\-b'^)  et 
(c'^-^(l^),  landis  qii'ici  l'éqaation  qiii  délermine  (a^  +  ^^)  6Sl  de 
deuxieme  degré  el  c'esl  jiislement  là  qii'est  une  difficulté 
presque  insunnontable.  Car  voulant  subslituer  les  valeurs  de 
(«2-1-^2)^  (c2  +  í/2),  (/■2  +  j5-^)  dans  les  équalions  (H)  et  (19), 
subslitutions  qui  au-dessus  nous  ont  mené  à  réquation  (8),  qui 
it  son  tour  nous  a  donné  les  groupes  a-^  c  el  ac  (9^),  on  obtient 
deux  équalions  en  «,  c  et  /"  d'une  longueur  telle  que  je  .suis  été 
obligé  d'allonger  le  papier  d'un  nièlre  environ,  pour  les  éci'ire 
dans  toul  leur  étendue.  II  faul  donc  agir  aulrcnient. 

lleniarquons  que  les  équalions  (I5j    et  (20)  contiennent  les 

groupes  ac  -f  «/  +  cf  et  acf,  qui,  combines  avec  a-\-  c  -\-  f=  — ^, 

sont  irois  fonclions  de  «,  c,  f,  qu'il  nous  faut  connaitre  pour  le 
calcul  de  a,  c  et  /'. 

Soient  donc  s  et  r  les  valeurs  des  groupes  acf  et  ac  -{-  af-{-  cj ; 
nous  aurons 

«  +  ^  +  /  =  -Y,  (14) 

«c  +  r//-+ ./•==/•,  (22) 

acf-=s,  (23) 

ou  les  groupes  remarquables  dont  nous  avons  pailé  à  propôs  de 
(9"),  niodifiés  naturellenient  pour  le  cas  de  six  racines  comple- 
xes. En  eíVel  pour  /^=0  ces  équalions  se  reduisanl  aux  équalions 
(9'^).  Ce  sont  les  combinaisons  une  à  une,  deux  à  deux,  trois  à 
Irois  des  élémcnls  «,  c  et  /que  en  (9^)  on  ne  pourrait  pas  encore 
distinguer.  L'éiude  de  ces  groupes  est  beaucoup  plus  facile  que 
la  résolulion  des  longues  équalions  dont  nous  parlions  tout  à 
riieure  pour  calculer  les  valeurs  de  a,  c  et  /". 

Supposant  a,  c  et  /"  posilifs  et  ^1,  supposilion  qu'on  peut 
toujours  réaliser  en  augmentant  les  racines;  nous  pouvons 
déduire  de  (l4),  (22)  et  (23)  les  deux  équalions: 

(a  +  c)3-f-/.(«  +  r)2-f  (^H-,.^(«  +  í.)  +  Ç+.  =  0,      (24) 
ac:=r-\-{a  ic)í^~--[-arcy  (25) 


Mais,  coninic  (rt  —  c\-  ^0,  on  aura: 

{a  4-  cf  —  4  ac^-\r~  \  {a  +  f)  -^  -  3  {a  +  r)2  >  O 


^  +  ^(^'  +  ^}]<0.--(^<0).  (26) 


ou 

Avec  a-\-c<^  —  —  nous  aurons  en  (24),  (25)  et  (2(5)  tout  ce 

qu'il  nous  faut  pour  délermiiier  les  valeurs  approxinialives  de 

r,  a-\-c,  f,  acf,   ac,   (a  —  c)^,   a    et    í",   forinant    un   système,    un 

ensemble:    bien    enlcndii    c[iie    nous    subslituons    en    (26)    à  ?• 

i 

une    valeur    nioyenne    et    à    a -{- c    successivement 1, 

/  2 

^r 2,  etc.  Ces  substilutions  ne  sonl  pas  indéfinies,  vu  qu'une 

valeur   nioyenne   est   un   bon    point   de  départ   et  que  (26)  et 
a-\-c<^  —  —  les  reslring;ent.   Prenaiit  pour  valeur  nioyenne  de 

;•  le  nombre  — —  et  supposant  a  =  c  =  f  = ,  cet  ensemble  de 

12  ^^  '6 

a,  c  el  f  et  des  autres  quanlités  satisfera  quand,  ayant  calcule 

les  valeures  de  (a- 4-^-),  (c^  +  a^-),   (f^ -{- g-)  expriniées  en  íbn- 

ction  de  ces  grandeurs  [voyez  (15),   (20)   et  (21)],   ces   valeurs 

réduisent  le  quolient  de  (I7j  divisée  par  (19)  à   Tidenlité.   INul 

autre  ensemble  ne  salisfera. 

Quand  Tensemble  de  a,  c  el  f  est  fixe,  Tensemble  de  «"--f  ^^, 
f2  _|.  ^/"2  gf  p  j_  gi  |'(.gj_  aussi,  et  il  est  évident  qualors  le  calcul 
de  b,  (/  el  g  n'ofrre  pas  plus  de  difficulté.  IVcnons  un  exemple. 

Soit: 

£c6_  \\x^^^'iX^  —  n(\x^-\  607ír'^  — 71ííc-f  4í  I  -=  O     (27) 

(//  -  —  14 ,  /•  =  87 ,  /=  -  2í)6,  m  =  607  n  ==  —  7  1 4 ,  /^  -=  4  5 1 )  une 
équalion  à  six  racines  complexes,  alors  rí-fc  +  /  =  7,   la   valeur 

moyenne  de  «  =  í'  =  /=— ,  celle  de  r  ^=  ac  -\-  nf-\  cf=^  -—-  =  \^', 
o  l  Z 

ainsi  /•  será  =  18,  17,  16,  15,  14  cta-f  £<7  scra  =  6,  5,  4,  3,  2,  1 

Cela  suílit  pour  le  moment. 

Prenanl  linégalilé  (26) 

H-(«4--)[y  +  |(«^  ^■)]<^'     (/.  =  -11) 


Ii9 


nous  auroiis: 


/■={<S,  « -7-f  =  6,  5,  4 ,  3,  2,  1  succes.sivtMiicíil,  liiiégaliléscra  fausse 
/■  =  1 7 ,  rt  -[-  c  =  G ,  5 ,  4 ,  3 , 2 ,  1  »  »  »         » 

r  =  I  () ,  «  -f-  f  =  6 

«  -f-  '^  =  '^ 

a4-c  =  A,  3,  2,  I 
?'=  15,  «  -f "  í"  =  fi 

a  -|-  c  =  5 

a-f  £•=  4 

a4-c=3,  2,  í 
/•  ==  1  í ,  «  +  í"  =  6 ,  5 ,  4 ,  3 

fl  +  c  =  2,  I 


rinégalité  será   faiisse 


»  correcte 

»  fausse 
»  » 

»  correcte 


»      íausse 
»      correcle 
»      fausse 


Ainsi  (lonc  nous  aurons  la  lahie  suivante  des  eusembles 


r 

a-{-c 

/ 

« 

ac 

(«-C)- 

a 

c 

Les   colonnes  / 
et  a  resultant 
des    équations 
(14)  et  (24). 

16 

5 

2 

12 

6 

2  7, 
3 

1 

3 

2 

2 
3 

15 

5 

2 

õ 

9 

15 

5  -l-v/Í5 

5  — v/Í5 

2 

5  +  V/Í5 
2 

2 

5  — v/Í5 

2 

15 

4 

3 

4 

3 
1 

1 
3 

U 
U 

6 
õ 

1 

2 
3 

8 
8 
6 

8 
4 
2 

4 

2 
4 

4 
2 

9 

4 
1 

1 
4 

14 
14 

4 

8 

2  +  V/2 

2  — v/2 

1 
2 

2  — v/2 

2-1-/2 

3        4 

8 

2 

1 

2 

1 

Que  preudre  maintenaiil  pour  a,  c  et  /'■' 
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Les  équations  (Í5),  (20)  et  (21)  expriniées  en  fonctions  de 
ces  grandeurs  décideiont ;  car  il  nous  faiit  les  valeurs  de  a,  c 
et  /^  qui,  subsliluées  dans  le  quolicnt  de  (17)  divisée  par  (19), 
identifieront  ce  qiiolienl;  les  autres  valeurs  de  «,  c  et  /  ne 
sont  rien  pour  réqiialion  (27). 

Commençons  par  /  =  16,  «==3,  c^2,  /'=2,  etc;  nous  irou- 
verons:  

o  ,.  5+l/l7         5-V/T5 

Pour/  =  í5,  «  = ^r ,  c  = ,  /  =  2,   nous  aurons: 


Pour /  =  15,  a  — 2,  c=l,  /==3  nous  aurons: 


Pourr=14,  «=--2  +  \/2,   c  =  2— \/2,  /"^o   nous  aurons: 

a^-\-lJ^  =  c^-{-(t^=f--\-g'2=!x:,    encore  impossible. 
Pour/=^l'i,   a  =  2,   c  =  4,  /"=  1   será 

( 1 5)  (^2  +  ^2)  +  (,2  +  ,/2)  +  (/-a  ^_  ...2)  _  3  I  , 

(20)  3(í-2-l  ,/2^  +  ra2 +  //.)_  70, 

(21)  (a2+^2^2_í|iy2  +  /y2^__L_0,  aou  «2+Z,2_7  ou  -1. 

Puisque  fl!"^-f^^  =  —  —  ne  pcut  pas  satisfaire,  nous  aurons 

a'^-\0'2^1,    c2  +  í/"-i  =  2l,    /•2+o.-^^3. 

Subslituons  ces  valeurs  dans  le  quolienl  de  (17)  divisée  par 
(19)  avec  a  =  ^2^  c  =  \,  /=1  natui-ellement,  nous  trouverons 
ridentité  eílectuée. 

Puisque  les  équations  (I'i)-(I9)  sont  syinélriqucs,  toul  autre 
arrangenient  de  2,  i  et  1  pour  «,  c,  /satisfera  li  notre  recherche, 
ainsi  que  prouve  la  table. 

Quant  aux  quanlilés  b,  d  et  g,  nous  aurons  : 


oCi  seul  le  signe  +  est  a  prendre. 
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Les  racines  complexes  sont  donc  : 


Xi 


0C3 


a'5 
3ce 


l±  i/^. 


Certes :  dans  tons  les  cas  rexamen  ne  será  pas  si  facile  et 
des  valeurs  fraclionnaires  de  /•  seront  h  examiner,  mais  en  tous 
les  cas  Texamen  de  la  table  et  les  équatioiís  (14),  (22)  et  (23) 
sont  de  beaucoup  à  préférer  à  la  résolution  correcte  des  equa- 
tions,  que  la  substitiition  de  (15),  (20)  et  (21)  en  (17)  et  (19) 
nous  oíTre. 

4.*^  Huit  raci;ies  complexes.  Difficultés  nouvelles;  aussi  je  me 
bornerai  aux  observations  suivantes  pour  le  monient. 

Considérons  l'équation  a  buit  racines  complexes 

x^  +  /«''  -f  ^nx^  +  nx^  -\-  px^  -\-  rxi^  +  -'íc^  -\-  lx-\-u^i)     (28) 

=  a-±m,  =c±di,  =í±((t,  =â-rhi, 

X'2  Xk  ÍTe  ífs 

En  devéioppant  {x—x\)  (x  —  íi^i)  •  •  •  (x--X7)(x  —  xs)  =  0,  on 
aura  les  équaiions  analogues  de  (14)-(19),  savoir: 


2a  +  2c  +  2/'+2A  =  — /, 

2^{c  +  f+  A) (a^-  +  b^)  +  Hl.acf=  -n  , 

2}:{f-\-/i)(a^  +  ò'')(c^  +  ct^)-^S^cfh(a^  +  b"^)  =  -r, 
S  («H  Ã?)  (c2  +  d^)  {p  -f  g^)  4-  4  S  //i  («2  -H  ^2)  (,2  +  ,/2)  _  5  , 

2^1h{a^  +  b'^){c^+d^){P-^g^)  =  -t, 

Les  équalions  analogues  de  (14),  (22)  et  (23)  seront 

a-  +  c-\~f+h  =  —  —  ,     ac^af^-ah-\-cf+ch-\-fh  =  v 
acf-\r  (ich  -\-  afh  +  cfh  =  iv  ,     ucffi  =  X , 
i>,  ty  et  X  étant  les  valeurs  de  ces  g;roupes. 


(29) 


(30) 
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Mais  c'esl  ici  que  se  présentent  les  difficuUés.  Les  équations 
(30)  résolues  coiiime  (2í)  et  (25)  nous  donnent  ii  la  fin  deux 
écjualions  en  a  et  c,  Tune  en  ac  de  8""^"^^  degré,  Tautre  en 
aA;^c  ác  premier  degré.  La  table  presenlée  ci-dessus  ne  peut 
pas  ètre  si  aisément  di'esssée. 

En  eflet,  resolvant  les  équations  (30)  par  la  methode  appli- 
quée  à  (24)  et  (25j  nous  aurons,  en  éliniinant  entre  elles  pre- 
mie rement  A, 

ar  +  <+r/-(«  +  c  +  /-)x(y  +  «  +  c+/) 

acf-{ac^af-Yc{){^±a-^c^}^=w,         |      (31) 

Puis  éliniinant  entre  (31)  /",  nous  aurons: 

/?  2«+2c  +  /y2       «rZ  +  2  AT  («  +  c)  4-  2  íí- 


"^ 2(«-fr) 

et 


(32) 


2fl  +  2í-  +  /  //2a  +  2c  +  /\2        \ 


4  \     \  \  1         ac 

2fl+2c4/ ,  ^   /,  2«+2c-(-/\- 


4 

La  preniière  se  léduit  h  : 

r/f  («£•/+ 2  u') 

la  seeonde  à  : 

[2(a+.)+/l''+8(«-fr)[2(«+.)+/J3-[l(5(r,c-i.)+}4(«-fcj+í|2] 

x[2(a  +  c)  +  /]*-8(i,-í^--^[4(«  +  r)  +  /][2(«  +  .)  +  ^.  (.3,,) 
1  f;  (^,2  ^2  _  X)      a^  c2  _  X  _  2  rt,.i. 


X 


-  IGí'^  =  0. 
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Les  (34)  et  (34)  sont  analogues  à  (25)  et  (27),  mais  il  y  a  une 
diíTcrence:  car  (25)  est  de  premier  degré,  la  (33)  est  de  deu- 
xième  degré  et  il  a  y  les  deux  Jettres  tv  et  X  aux  groupes  (30) 
tandis  ijue  Ii  (25)  il  n'a  qu'iiiie,  savoir  r.  Aiissi  écrivaiit  pour  (33) 

-w±  s^w^-^\k{a  +  c){a  +  c-^l) 
ac  ^  ■ -K-, -, — ^ ,  (35) 

on  aura 

m;"^  +  4  X  (a  +  c)  (a  +  c  +  /)  >  O  , 
et 

(a-l-  c)2— 4«c>0 


(a  +  c  4-  /)  (a  +  r)2  -I-  2  ít'  q:  2  s/iv^  +  4  X  («  +  c)  (a  +  c  +  /)  >  O 
et 

(«  +  ^)<-4-(K0). 


En  comparant  les  inégalités  du  n°  3°  avec  celles-ci  on  Irouvera 
bien  de  diíTérences  qui  guideront   nos    pas.    Pour   w  il  faudra 

prendre v^  ■>  pour  \  il  faut  prendre  +777^  comme  nioyen- 

nes   valeurs. 

La  chose  qui  est  ici  en  avantage  c'est  que,  vu  que  les  ra- 
cines  complexes  sont  plus  nombreuses,  la  valeur  moyenne  peut 
ètre  plus  eorrecte. 

Ayant  limite  les  valeurs  de  a  et  c,  nous  calculons  /'par  Fégalité 

ac/"i  -T^  +  ^  +  ^^i"  /  )  =  —  ''^1  pLiis  h  par  Tégalité  a-f-c-f /-j-^  —  — — . 

(]et  ensemble  —  on  en  aura  quelcpies-uns  —  íixé,  on  cher- 
cbera  parmi  les  équations  (29)  celles  qui  rendent  facile  le  calcul 
de  a"^-)-^">  í'^  +  '''^>  /^  +  r ^  ^^  /i^-|-/:"^.  Cerlainemcnt  on  aboutira 
h  une  équation  surpassant  le  deuxiòme  degré.  En  ce  eas  il  íaut 
la  resoudre  par  la  médiode  dçs  racines  réelles,  et  (comme  au 
n''  3)  ce  seront  ces  «,<?,/■  et  A,  qu'il  nous  faut,  qui  satisferont 
le  meilleur  aux  trois  équations  (29),  qu'on  n'a  pas  mis  encore 
dans  le  calcul.  Apiès  o,  í-,  /"et  Ã,  on  calculera  les  ^,  r/,  g  ç.\.  k 
comme  en  3". 

5"  Pour  plux  (le  liuit  racines  complejces  —  cbose  se  présenlant 
probablemcnt  Irès  rarement  —  après  avoir  calcule  les  équations 
(29)  et  (30),  qui  seront  de  plus  en  plus  compliquées,  il  faut  y 
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subslituer    directement    les    valeurs    moyennes,    provanant   de 

a  =  í  :=/"  =  .  .  .  = ,    puis  calculer  les  a,  c,  f  .  .  .    etc.   et  en 

n 

faire    un    ensemble    avec    lequel    on    calcule    de    nouveau    les 

groupes  ac  +  ^f'\~f^c  4~  •  •  • '  ^cf~\~  ^^^  +  •  •  •  >  etc,  à  fiii  de  cor- 

liger  leurs  valeurs  moyennes.  Alors,  plus  sont  niulliples  les  ra- 

cines  complexes,   plus  sont  justes  les  valeurs  moyennes.  Après 

cela  on  calculera  a'^-\-b^,  c^-{-cr^ .  . . 

En  tout  cas :  par  les  équations  des  groupes  le  problème  est  ré- 

duit  a  plus  grande  simplicité. 


SOBRE  UNA  CURVA  TRANSCENDENTE, 
GENERAUZACION  DE  LA  TRACTRIZ  DE  LEIBNIZ 


POR 


D.  JUAN  DUEÁN-LORIGA 


En  el  Congreso  celebrado  en  Valência  (Mayo  de  1910)  por 
la  «Asociacion  Espafiola  para  el  Progreso  de  las  Ciências», 
hemos  presenlado,  entre  oiros  vários  trabajos,  uno  destinado 
á  estudiar  la  curva  que  tiene  por  ecuacion : 


(O 


en  Ia  cual  d  representa  el  angulo  de  los  ejes  cartesianos  y  k  y  q 
dos  constantes  ligadas  por  la  igualdad 

2/c 


v/4  — cos^fi 


Esta  curva  transcendente  goza  de  la  propriedad  característica 
de  que  la  sun/a  de  los  cuadrados  de  los  lodos  de  los  triângulos 
formados  por  la  langeiUe,  la  ordenada  y  la  subíangente  es  una 
cantidad  constante.  El  estúdio  de  esta  curva  lo  propusimos, 
primei i'o  en  el  Journal  de  Longchamps,  y  despues  en  el  Inter- 
máliaire  des  Mal/iématiciens  (anos  1897  y  1902),  pêro  la  cuestion 
no  tuvo  respuesta.  El  eminente  analista,  e  ilustre  amigo  nuestro, 
Senor  Gomes  Teixejra,  ha  tenido  la  bondad  de  citar  nuestra 
curva  en  su  magnifico  Tratado  de  curvas  especialés  y  esto  nos 
impulsa  a  dar  à  conecer  nuestro  estúdio  en  esta  Revista,  pêro 
adicionando  algo  ai  trabajo  presentado  en  Valência, 
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I.   Ante  todo  veamos  como  hemos  llegado   á   la  ccuacion  (I) 
Se  tiene  (fig.    I) 

(iv  (hl  "y 


-X 


Fie.  1 


y  por  consiguiente,  si  Mamamos  2/:^  á  la  constanle,  se  verificara; 


yi'^$h^''i-'-''' 


de  donde  resulta 


(Ix  =  ■ -z —  dy  + 


v/M^iV^-')". 


V  haciendo  por  abreviar 


4/1:2 


4  —  cos2  Él 


é  integrando  se  obtiene 


f^^4/(v/í~')'^' 


pcro 


2/-' 


<i~'\/f-f 


v  resulta  por  consiguiente  la  ecuacion   de  la  curva  que  ai  prin- 
cipio hemos  esci*ito. 

Si  en  la  ecuacion  (1)  suponemos  6=--^,  y  se  observa  que  en 
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este  caso  <]  ^  li,  rcsulla  ia  ecuaeioii 

x  =  ±\  \'k^  -  y^  +  /•  lo^  nep  '' ^Vl    ^ 

qiio  representa  la  Traclriz  de  Leibniz,  cpie  como  se  sabe  goza 
(Ic  la  proj)ric(la(l  de  ser  constante  la  porclon  íle  tangente  com- 
preendida entre  el  punlo  de  contado  y  una  recta  dada  (eje 
de  abscisas  en  este  caso).  Es  natural  que  se  liaya  llegado  á  este 
resullad(j,  pues  siendo  ahora  rectângulo  el  triangulo  formado 
por  la  tangente,  la  orilenada  y  ti  eje  de  abscisas,  pedir  que 
sea  constante  la  suma  de  los  cuadiados  de  los  lados  es  sencil- 
lamente  exigir  que  lo  sea  la  longitud  de  la  bipotenusa,  es  decir 
la  tangente.  —  Es  bien  sabido  que  la  traclriz,  la  encontro  el 
gran  geometra  aleman  ai  tratar  de  resolver  el  problema,  de 
Inllar  la  linea  descripta  por  un  punto  que  se  dirije  á  otro  tam- 
bien  movil,  pêro  en  linea  recta,  de  modo  que  sea  constante  la 
distancia  entre  ambos. 

Vamos  ahora  á  estudiar  la  curva  representada  por  la  ecua- 
cion  (1),  y  lo  primero  que  salta  á  la  vista,  es,  que  la  recta  que 
tiene  por  ecuacion : 

cos  6 

^  =  — i^y 


es  un  diâmetro  conjugado  con  la  direccion  que  senala  el  eje  de 
los  x\  asi,  se  obtendian  los  distintos  puntos  de  la  curva,  tomando 
en  las  j)aralelas  á  dicho  eje,  en  uno  y  otro  sentido  y  á  jjartir 
de  los  puntos  en  que  cortan  ai  diâmetro,  longitudes  iguales  ai 
valor  que  toma  el  segundo  termino  de  la  ecuacion  (1),  para  el 
valor  asignado  á  la  ordenada  de  cada  paralela. 

Como  el  mayor  valor  que  puede  ricibir  y  es  q  y  ademas  no 
puede  tomar  valores  negativos,  resulta  que  la  curva  queda  com- 
preendida entre  el  eje  de  las  x  y  su  paralela  de  ordenada  q. 

Para  y=^q  el  corcliete  toma  el  valor  cero,  asi,  la  curva  corta 
ai  diâmetro  en  el  punto  que  tiene  por  coordenadas 

q  cos  6 
^  =  -2 '     y^'^' 

Como  para  y  =  0,  x  toma  el  valor  i^,  puesto  que  la  can- 
tidad  que  aparece  bajo  el  logaritmo  neperiano  toma  el  valor 
cero  (despues  de  salvar  la  indelerminacion  que  se  presenta) 
resulta  que  el  eje  de  las  x  es  una  asintola  de  la  curva,  cuvas 
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dos  ramos  vuclvcn  su  couvexitlad  hacia  cl  diâmetro,  afectando 
la  forma  que  se  vè  en  la  fig.  2. 


\ 


Fig.  2 
De    la    ecLiacion    diícrcncial 


<lx 


dcduclmos  para  cl  coericienlc  angular  de  la  tangente; 

1 


~     2     -./V 


1 


q  \   y' 

como  para  el  valor  y  =  g  se  convierle  en ; 

2_ 

coso 
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es  decir  él  niismo  que  el  dei  diâmetro,  resulta  que  este  es  tan- 
gente en  el  vértice,  que  es  por  consiguiente,  un  punto  de  re- 
troceso  de  priniera  espécie. 

Vamos  aliora  á  encontrar  el  área  compreendida  entre  la 
curva,  el  eje  de  abscisas  y  dos  paralelas  ai  de  ordenadas. 

La  ecuacion  diferencial  dei  área  es : 


V  como 


clu  =  ydx  sen  d=y  —j— . dy  sen  6 


dx 

dy 


(liemos  tomado   el  signo  positivo  considerando   la  rama  de  la 
izquierda),  resulta 

du  =  —  ^  cos  d  sen  bdy^  —  sen  6  \/ (f-  —  xf- .  dy  , 
pêro 


n'i 


/v/?'-3/'---^5/=yai'cseni^  +  |\/^3_^2^-conslant 


y  ta  mb 


len 


9 

]  y"y  =  ^  -V  constante  , 


9 


luego 


sen  26    /  yf-y^        /■  r  cf-  y 

U  = Y~\—2 j-H-se»Ô[f  arcsen^ 

+  -ir^r-y^^—\  ^^'^  «en  ^  _  ^  v/^2  _  ^o^ 

Si  se  considera  en  particular  el  área  comprendida  entre  el 
eje  de  las  x  y  la  paialela  ai  de  las  y  trazada  por  el  vértice,  se 
obtiene 

U--l^sen2e  +  — fsenô. 
o  4 

vSi  á  esla,  anadimos  la  dei  triangulo  formado  por  el  vértice,  el 
origen,  y  el  pié  de  la  ordenada  de  dicho  véitice,  se  tendrá  el 
área  compreendida  entre  la  rama  isquierda  de  la  curva,  el  eje 
de  los  X  y  el  diâmetro,  pêro  facilmente  se  ve  que  el  área  dei 
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citado  triangulo  tiene  por  expresion 
q^  sen  6  cos  b        q- 


sen26i, 


4  8 

resulta  pues  para  el  arca  en  cuestion : 

z  qk 

— f — sen  7 
4 

y  ])ara  la  comprcndida  entre  Ioda  la  curva  y  e)  eje  de  los  x 
A=^sen0. 

Si  en  esta  ecuacion  suponemos  6  =--  -^,  en  cuyo  caso  la  curva 

se  coftvierle,   segun  hemos  dicho,   en  la  Traclrix  de  Leibniz,  y 
se  tiene  en  cuenta  que  ahora  q^k,  resulta  para  el  arca 

A      '^^ 


2     ' 

que  es  en  electo  la  conocida  para  la  tractriz. 

Puede  determinarse  con  facilidad,  graficamente,  el  vértice  de 
la  curva.  Supongamos  la  cantidad  k  dada  por  un  segmento  re- 
ctilíneo. De  la  igualdad 

4  k^ 


4_cos2  6       '   ' 
se  deduce 

{2Ic)'^^.{lqf-{qCO^0)K 

Si  llamainos  a  un  angulo  que  cumpla  la  condicion  que 

cos  o(.  =  —  cos  6  , 
se  obtiene 

ò  bien 

/  =  ^sen  «*, 

conslruvendo  pues  un   triangulo  rectângulo  en  el  que  uno  de 
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los  catetos  sea  k  y  el  angulo  opuesto  a  la  hipotenusa  será  el 
segmento  q,  ordenada  dei  vértice  de  la  curva.  —  La  abscisa 
hemos  dicho  tiene  por  valor 


ò  bien 


^cos  6 


^cos  a; 


se  tiene  pues  immediatamente  el  vértice. 

Tambien   es    fácil    construir   la    tangente    en  un  punto  cual- 
quiera,  pues  si  ABC  (íig.  3)  es  el 
triangulo    formado    por    la    orde- 
nada   AB,    la    tangente    AG   y    la 
subtangente  BC  se  tiene: 

«2  +  ^2  ^  c2  =  2  Ifi  , 


a 


y  como  adenias 
resulta  finalmente 


D 
Fig.  3 


-O 


a'  —  ac  cos  h  -\-  c^  —  k^  =  ^  , 

que  dà  la  subtangente  a  por  la  aplicacion  repetida  dei  teorema 
de  Pitágoras. 

II.  La  curva  que  hemos  venido  estudiando  goza  seguu  hemos 
dicho  de  la  propriedad  de  que  el  triangulo  formado  por  la 
tangente,  la  ordenada  y  la  subtangente  conserva  constante  la 
suma  de  cuadrados  de  los  lados.  —  A  la  milad  de  esta  suma : 

«2^^2_|.^á 


la  liemos  llamado  en  un  articulo  publicado  en  el  Progreso 
Matemático,  el  ano  1894,  potencia  dei  triangulo,  y  á  las  canti- 
dades : 

^2  +  c2_«2                       a2_j_c2_^2                       «24.^2_c2 
Pa  =  o '      V^  = Õ '      V''  = Õ 


potencias  parciales  relativas  á  los  vértices  A,  B  y  C. 

VoL.  vt  — N.o  3 


16^ 


Estas  denominaciones  han  sido  adoptadas  despues  por  vários 
geómetras  espanoles  (^j. 

Yeamos  ahora  la  razon  de  las  denominaciones  que  hemos 
ideado. 

Si  consideramos  en  un  triangulo  las  potencias  de  los  vértices 
respecto  A  las  circunferências  des- 
criptas  sobre  los  lados  opuestos  como 
diâmetros  obtendremos  las  expres- 
siones  que  hemos  representado  por 
Pa,  pi  y  pc  Asi  por  ejemplo  (fig.  4) 
para  el  vértice  A  se  tiene 

Potencia  =  AB' .  AB  =  nia-  —  -^  , 

4 

y  poniendo  en  lugar  de  ma  (mediana) 
su  valor  en  funcion  de  los  lados,  es  decir 

'"•'  = 2 • 

resulta 

Pa 


1'ij^c'^  —  a^ 


Si   se   sumam   los  valores   de   las  trcs  potencias  parciales,   se 
obtiene : 

Pa  +Pb  +Pc  ^ ^ , 


es  decir  la  cantidad  P  à  que  hemos  llamado  por  esta  razon 
potencia  lolal  dei  Iriangulo. 

Guando  vários  triângulos  lienen  la  misma  potencia  total,  dé- 
cimos que  son  ecjuipotenciales.  —  Con  esta  denominacion  pode- 
mos decir  que  en  la  curva  anteriormente  considerada,  los 
triângulos  á  que  hemos  aludido  son  equipotenciales. 

En  la  Geo7netiia  reciente  dei  triangtilo,  se  presentan  con  gran 
frecuencia  las  expresiones  que  hemos  representado  por  P,  pc^^ 
Pb  y  Po  es  decir  la  potencia  total  y  las  potencias  parciales  y  su 
consideracion    simplifica    umchas    formulas,    ya    haciendo    mas 


(')  Veanse  la  «Geometria  Métrica»  y  Ia  ciGcometria  de  Posicion»  de  los 
SS.  Gimcnez  Rueda  y  Torroja,  ("atodraticos  en  la  Universidad  de  Madrid, 
y  el  «Tratado  de  Geometria»  dei  Coronel  de  Jngenieros  Senor  Ortega  de 
texto  para  el  ingreso  cu  las  Academias  Militares. 
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sencilla  su  estructura,  ya  facilitando  su  relacion,  y  no  por  la 
subsiitucion  de  letras  convencionales  como  abreviacion  de  los 
trinoniios,  sin»)  por  cantidades  ([uc  tienen  completa  interpreta- 
cion  geométrica  y  puedcn  figurar  como  elementos  dei  triangulo, 
para  la  resoiucion  de  problemas  que  pueden  proponersc,  ba- 
ciendolas  entrar  como  dados. 

Lo  enunciacion  de  algunos  teoremas  adquiei^e  una  forma  mas 
sencilla  asi,  por  ejemplo  el  fundamental  de  los  triângulos  obli- 
cuangulos,  que  expresan  Ias  siguientes  igualdades: 

p^^  ■=  hc  cos  A  ,     pij=r=:  ac  cos  B  ,     Pc  =  <^^  cos  C  , 

se  reduce  h  decir  que  en  todo  triangulo  la  potencia  de  un  vér- 
tice es  igual  ai  producto  de  los  lados  que  en  el  concurren  por  el 
coseno  dei  angulo  que  fonnan,  siendo  por  consiguiente  la  po- 
tencia, positiva,  nulla,  ú  negativa,  segun  que  el  angulo  sea 
agudo,  recto  ú  obtuso,  como  se  deduce  immediatamente  de  la 
definicion  geométrica. 

Es  tambien  fácil  obtencr  las  curiosas  relaciones  siguientes, 
que  se  pueden  traducir  con  sencillez  ai  lenguage  ordinária: 

tg  A  ^pb 
tgB        p,' 

apa     _     õph      _      cpc 


cos  A         cos  B         cos  C 


La  altura  de  un  triangulo  en  funcion  de  las  potencias  de  los 
vértices  tiene  por  expresion : 


^a  =  —  \^PaPh  -{-PbPc+PaPc 


y  por  consiguiente  el  área 


S  ^  ^  \/paPb  +  PbPc  -i-pa  Pc  . 

De  las  defmiciones  dadas  y  de  fórmulas  muy  conocidas  rela- 
tivas à  los  tiiangulos  se  deducen  facilmente  varias  proprieda- 
des. —  Citaremos  las  siguientes  : 

1^'  En  los  triângulos  equivalentes  y  equipotenciales,  el  angulo 
de  Broc4rd  es  constante. 
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2^  Si  se  fijan  las  potencias  de  dos  vértices  (con  lo  que  se 
determina  un  lado),  el  lugar  geométrico  dei  tercero  es  una  per- 
pendicular á  dicho  lado. 

3'"^  Si  se  fija  la  potencia  total  y  la  de  un  vértice  (con  lo  que 
tambien  se  determina  un  lado),  el  lugar  geométrico  dei  tercer 
vértice  es  una  circunferência. 

4*  Si  un  triangulo,  variando  de  forma  y  posicion,  se  man- 
tiene  inscripto  en  una  circunferência,  pêro  moviendose  el  centro 
de  gravedad  según  otra  concêntrica,  se  conserva  equipotencial. 

5*  Una  propriedad  análoga  se  verifica  respecto  ai  ortocentro. 

6^  Guando  un  triangulo  conserva  un  angulo  fijo  en  magnitud 
y  posicion  v  constante  la  potencia  dei  vértice,  el  tercer  lado 
envuelve  una  hipérbola, 

7*  Si  vários  triângulos  son  equipotenciales,  lambien  lo  son 
entre  si  los  formados  con  sus  medianas. 

8^  Guando  vários  triângulos  equipotenciales  son  inscriptibles 
en  una  misma  circunferência,  se  verifica:  1°  La  suma  de  los 
cuadrados  de  las  distancias  dei  centro  de  esta  á  los  lados  es 
constante.  2"  Lo  mismo  sucede  respecto  á  la  suma  de  los  cua- 
drados de  los  rádios  de  los  circulos  inscripto  y  exinscriptos. 
3"  Los  ejes  orticos  de  todos  estos  triângulos  son  tangentes  a 
una  misma  circunferência. 

9^  Si  vários  triângulos  son  equipotenciales  y  equivalentes, 
la  suma  de  los  inversos  de  los  cuadrados  de  los  rádios  de  los 
circulos  inscripto  y  exinscriptos  es  constante. 

10^  Guando  un  triangulo  manteniendose  inscripto  en  una 
ciacunferencia,  pivotea  alrededor  de  un  vértice  conservando 
fija  la  potencia  en  este  punto,  el  tercer  lado  es  tangente  á  una 
cónica  Y  las  alturas  que  correspondeu  á  los  vértices  moviles 
son  tangentes  á  una  parábola. 

IP  Si  en  un  triangulo  ABG,  dos  vértices  B  y  G  recorreu 
una  circunferência  O,  el  tercero  conserva  fija  su  potencia  y  la 
altura  coriespondiente  á  este  pasa  por  un  punto  invariable  h! 
de  BG,  el  vértice  A  describe  una  circunferência  de  centro  h' . 

12*  Si  llamamos  p\  y  Si  ai  semiperimetro  y  ai  área,  respe- 
ctivamente, dei  triangulo  polar  reciproco,  ó  tangencial  de  uno 
dado,  se  verifican  las  relaciones 


PS    (1+  '    +   '- 

2       \pa          Pb          Pc 

i\ 

1              1    \      ,... 

'  \l>a  Po         P</ 
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III.  Hemos  visto  que  la  curva  transcendente,  que  hemos  eslu- 
diado,  es  una  generali/.acicm  de  la  Traclriz  de  Leibníz  y  en 
este  concepto  seria  curioso  ver  en  que  forma  pueden  generali- 
zarse  ciertas  propriedades  conocidas  de  la  Traclriz;  citaremos 
como  ejemplo  las  siguientes  : 

P  La  tractriz  puede  definirse  como  trajectória  ortogonal  de 
círculos  de  radio  constante  cuyos  centros  estan  sobre  uno  de 
los  ejes  de  coordenadas. 

2^  La  tractriz  se  puede  engendrar  por  la  rodadura  de  una 
parábola  sobre  una  recta  considerando  un  cierto  punto  ligado 
á  esta  lineas. 

3*  La  tractriz  es  la  curva  orthoptica  de  dos  logarithmicas 
y=^é^,  y  =  e~^  corlando-se  sobre  O^  en  angulo  recto. 

4*  La  tractriz  girando  alrededor  de  su  asintota  engendra  la 
seudoeslera  de  Beltramj. 

La  Coruua. 


ESSAI  DUNE  THÉORIE  ANALYTIQUE 
DES  LIGNES  NON-EUCLIDIENNES 


PAR 


Geminiano  Pirondini 

à  Rome 


(Suite) 

§  16 

Cone,  oricône,  hypercône,  canal.  —  Le  cone  est  Ia  surface  en- 
gendrée  par  une  droite  mobile,  sous  les  conditions  d'avoir  un 
point  fixe  (sommet)  et  de  sappuyer  a  une  ligne  quelconque  (dt- 
rectrice). 

Dans  Tespace  riemannien  il  n'Y  a  évideniment  qu'une  seule 
espèce  de  cones. 

Dans  Tespace  lobatschewskien  au  contraire  il  y  a  trois  espèces 
de  cones,  suivanl  que  le  sommet  est: 

1°  —  un  point  réel  à  distance  finie  (cone  propre) 

2°  —  un  point  réel  à  Tinfini  (oricône  ou  cylindre) 

3°  —  un  point  ideal  (hypercône) . 

On  peut  réaliser  la  conslruction  de  Toricòne  ou  de  Thyper- 
còne,  en  conduisant  par  les  points  successifs  d'une  ligne  quel- 
conque, des  droites  respectivement  parallèles  à  une  droite  fixe, 
ou  perpendiculaire  à  un  plan  fixe. 

A  un  point  quelconque  O  d'un  plan  a  conlenant  une  ligne 
arbitraire  L,    élevons   la  perpendiculaire  r,  et  construisons  en- 

suite  les  plans  /OA,  rOB,  rOC, passant  par  r  et  par 

les  points  successifs  A,  B,  C, de  L.  —  Si  Ton  construit 

sur  ces  plans  les  hypercycles  a,  b,  c, d'axe  commun  r 

et  d'hauteurs  respectives  OA,  OB,  OC, »  le  lieu  de  ces 

hvpercycles  est  une  surlace  que  Ton  appelle  canal.  La  ligne  L 
est  la  seclion  droiíe  et  Ia  droite  r  Vaxe. 
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Le  canal  dont  la  seclion  droite  est  un  cercie  et  Taxe  une 
droite  passant  au  eenti'e,  se  dit  circulaire  ou  de  rèvolution,  car  il 
peut  ètre  engendre  par  la  rotalion  (l'un  hypercycle  aulour  de 
sa  base.  —  lelle  suríace  est  le  lieu  des  poinls  de  Tespace  dont 
la  distance  à  une  droite  fixe  (axe)  est  un  seginent  constant 
(rayon). 

Reniarcfuons  que,  comme  Ihypercycle  liemannien  est  un 
cercie  propre,  le  canal  riemannien  revient  à  un  lieu  de  cercies 
propres,  dans  le  cas  general;  à  un  tore,  dans  le  cas  particulier 
que  le  canal  soit  circulaire. 

Voici  une  aulre  généralion  du  canal  générique:  Une  ligne 
plane  quelconque  L  est  assujetlie  à  un  niouvenient  de  ti'ansla- 
tion,  sous  la  condition  qu'un  point  O  de  son  plan  décrive  une 
droite  perpendiculaire  à  ce  plan.  La  ligne  mobile  L,  considérée 
dans  ses  positions  successives,  est  évideinnient  la  section  droite 
du  canal,  et  la  droite  décrite  par  le  point  O  en  est  Taxe. 

Le  canal  euclidien  se  réduit  évidemment  à  un  cylindre. 

§  n 

Surface  de  rèvolution.  —  Les  coordonnées  (^  =  tg  o?,  T^  =  \.^y, 
2^  — tgs;)  dun  point  quelcon([ue  A  d'une  ligne  rieuiannienne  L 
sont  exprimables  par  les  équations 

(9)  :;  =  tgp.cos  (O  ,     •/]  =  tgp.sin  O) ,     2^  — tgQ, 

p  et  Í2  étant  des  fonctions  connues  de  oj. 

Faisons  tourner  la  ligne  L  autour  de  Taxe  Oz  d'un  angle  ar- 
bitraire  v,  dans  la  direction  mènie  ou  Ton  compte  Tangle  po- 
laire  (o.  Au  but  d'une  telle  rotation  le  point  A  passe  dans  la 
nouvelle  position  A|,  en  décrivant  Tare  circulaire  AAi,  dont  le 
plan  est  pei'pendiculaire  a  Taxe  et  le  centre  est  un  point  M  de 
cet  axe. 

Or  si  Ton  designe  par  X,  Y,  Z  les  tangentes  circulaires  des 
coordonnées  cartésiennes  du  point  Ai,  on  a  (§  2) : 

•   ,,v  ^^^^  .  „,  [/W+Y^ 

sinl>Lv  =  —  — ^  sin  MAi  = 


i/l+^^  +  -/i^  +  C-  v/l  f  X^  +  Y^  +  Zií 

et  la  condition  iMA  =  MAi  revient  a  Tautre 

-L±^_  J_±?L 

XM-Y2   ~    rá_^-/j2   • 
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En  remarquant  que  SI  =  Z  =  tg  OM,  Téquation  ci-dessus  se 
dédouble  ainsi 

X2  +  Y«  =  ^2^7i2,      L  =  Z,. 

Et  comme  ces  conditions  sont  vérifiées  aussitôt  que  Ton  pose 

[  X  =  ^  cos  V  —  r^  sin  i'  =  tg  p  .  cos  ((o  +  v) , 
(10)  I  Y  =  ^  sin  t>  +  >1  cos  i'  =  tg  p  ,  sin  (co  +  v)  , 

( z  =  s;  =  tg  Q , 

on  conclut  que  les  coordonntes  d'un  poinl  quelconque  de  la  sur- 
face  eii^endrie  par  la  rotation  de  la  lígne  (9)  autour  de  Vaxe 
des  z,  sonl  exprimées  par  les  équations  (10). 

La  génératrice  L,  considérée  dans  ses  positions  successives, 
est  représentée  par  Téqualion  i;  =  const.^  —  Les  parallèles  sont 
representes  par  Téquation  í  =  const.^,  ou  par  Tautre  oi  =  const.*', 
suivant  que  i'on  définit  la  surface  á  Taide  des  preniières  ou  des 
deuxièmes  équations  (10). 

Si  Ton  coupe  la  suríace  (10)  par  le  plan  Y  — O,  on  trouve 
pour  expression  des  coordonnées  (^q,  S^q)  d'un  poinl  quelconque 
de  la  courbe  section 


(11)  ^o=V/X2  +  Y2  =  tgp,     c:o  =  Z  =  tgQ. 

Ces  équations  définissent  le  méridien  de  la  surface. 

Remarque.  —  On  reconnait  des  équations  (10)  que  Vimage  eu- 
clidienne  d'une  surface  de  révolulion  est  une  auire  surjace  de  rcvo- 
lution  (Propriété  connue  —  §  13). 

Considérons  maintenant  la  ligne  définie  par  les  équations 

(12)  ^  =  tgp.coscp(co),     r^  =  tg  p  .  sin  cp  (to) ,     £:  =  tgO, 

oii  çp  (03)  est  une  fonction  arbitraire  de  to. 

Si  Ton  fait  lourner  cette  ligne  autour  de  Taxe  des  z,  on  re- 
connait tout  de  suite  que  la  surface  que  Ton  engendre  a  pour 
méridien  la  ligne  (11).  D'ici  le  résultat:  Quelle  que  soil  la  forine 
de  la  fonction  cp(to),  les  équations  (12)  définissent  u?ie  ligne  décrite 
sur  la  surface  de  révolution  engendrée  par  la  rotation  de  la  ligne 
(9)  autour  de  Vaxe  des  z. 

Dans  Tespace  lobatschewskien  on  a  des  résullats  analogues. 
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§  18 

Hypercõne  de  révolulion.  —  Prenons  pour  niéridien  de  la  sur- 
face  une  droite  AB  du  plan  xx,  perpendiculaire  a  Taxe  Ox.  Si 
du  point  li  (íc,  z)  de  celte  droite  on  abaisse  la  perpendiculaire 
BC  à  Taxe  Oz,  le  quadrilalère  trirectangle  AOCB  donne  (Pre- 
mière  Partie  —  §  3) 

(13)  ih  BC  =  th  OA  .  eh  OC  -  th  ;• .  eh  z  , 

r  étant  la  distance  entre  O   et  le  point  A  ou  le  méridien  recti- 
ligne  coupe  Taxe  Ox. 

D'ailleurs  la  distance  A  d'un  point  quelconque  (a?,  y,  z)  de  la 
surface  à  Taxe  Oz  est  définie  par  la  formule  (§  2) 

^     '  t/l-th2z  \J\-z? 

II  suffit  alors  d'identifier  les  expressions  de  th  BC  et  th  A,  en 
reniarquant  en  outre  que  th  z  ==  Z,,  pour  voir  que  Vhypeícône  de 
révolulion  ayant  pour  axe  Vaxe  des  z  et  pour  seclion  droite  le 
cercle  de  rayon  v  décrit  sur  le  plan  coordonné  z  =  0,  est  represente 
par  Véquation 

(15)  ç-^  +  -/j2  =  th2r. 

L'hypercòne,  considere  comme  un  cone  à  somniet  ideal, 
existe  seulement  dans  lespace  lobatschewskien;  mais  conçCi 
comme  le  lieu  d'une  suite  de  droites  perpendiculaires  à  un  plan 
fixe  le  long  d'une  ligné  donnce,  existe  aussi  dans  Vespace  rieman- 
nien. 

Dans  le  cas  particulier  que  cette  surface  soit  de  révolulion 
autour  de  laxe  des  z,  son  équation  est  de  la  forme 

(15')  ''c}  +  r^  =  tfr. 

Les  considérations  que  Ton  vient  de  faire  au  §  II,  appliquées 
aux  équations  (15),  (15'),  démontrent  que  les  images  des  hyper- 
cõnes  non-euclidiens  sur  V espace  euclidien,  sont  des  cylindres  de  ré- 
volution. 

§  19 

Oricône  de  révolulion.  —  Si  AB  est  une  droite  du  plan  xz  pa- 
rallèle  à  Taxe  Oz,  en  rappelant  les  resultais  du  §  12  (Première 


lio 


Partie),    on  Irouve   que  réquation  (13)   est   ici   remplacée   par 
l'autre 


th  BC  =  ih  r  (eh  z  —  sh  z)  =  th  / 


1— ih 


I  +  ih  z 


=  lh 


VI 


Eti  identifiant  les  expressions  de  th  BC  et  ih  A,  on  oblient 
réquation 

(16)  ^'^  +  -/j^  -  'C- .  th2  /  +  2i; .  th2  ;•  =  th'  r . 

Elie  définit  à  la  fois  l'oricòne  de  révolution  et  son  image  sur 
Tespace  euclidien. 

Mais  comme  dans  cet  espace,  (16)  est  1'équation  de  la  suiface 
de  révolution  dont  le  méridien  est  la  droite 


(H) 


^o  =  ±{Z,-í)lhr, 


on  conclui  que  Voricône  de  révolution  a  pour  image  euclidienne 
un  cone  de  révolution. 

Cetle  propriété  réduit  évideniment  Tétude  de  Toricône  à 
Tétude  du  cone  de  révolution  ordinaire. 

Développement  de  Voricône. — Si  Ton  coupe  Toricòne  le  long 
d'une  genératrice  recliligiie  AB,  et  que  lon  étale  ensuite  la  sur- 
face  sur  un  plan,  on  obtient  un  faisceau  de  rayons  ayant  le 
centre  réel  à  {'infini. 


Fig.  6 
Les  sections  circulaires  que  1  on  obtient  en  coupant  Toricône 
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jDar  des  plans  normaux  à  laxe,  deviennent  des  trajectoires  or- 
ihogonales  aux  rayons  da  laisceau,  o'est-;i-dire  des  oricyeles 
concentriques.  Or  comine  roricycle  est  une  lig^ne  ;i  courbure 
constante  (Troisième  Paitie),  on  a  sans  plus  que  les  pnrallèlés 
cie  Vori  ône  de  révolulion  sont  des  ligues  a  courbure  géodésique 
constante  (*}. 

Soit  un  oricòne  de  révolution  autour  de  Taxe  Oz  et  ayant  la 
base  (circulaire)  de  rayon  OA  =  /'  sur  le  plan  z  —  0. 

AB=o"  étant  une  des  génératrices  que  Toricòne  a  sur  le 
plan  xz,  construisons  sur  ce  plan  une  suite  de  droites  g\  g", .  .  . 
parallèles  à  Taxe  Oz,  et  Toricvcle  AA'A''  .  .  .  passant  par  A  et 
orlhogonal  à  ces  droites.  —  Si  Ton  enroule  le  plan  xz  sur  la 
surface  de  l'oricòne,  en  íaisant  en  sorte  que  cet  oricvcle  se  su- 
perpose  à  la  base,  les  droites  g,  g\  g" ,  .  .  .  vont  naturellemenl 
coincider  avec  les  génératrices  successives  de  Toricône,  et  une 
figure  plane  quelconque  se  réduit  à  une  certaine  figure  orico- 
nique. 

Cette  niétliode  peut  ètre  utilisée  dans  la  construclion  de  cer- 
taines  ligues  oriconiques.  7\insi  par  exemple  pour  avoir  une 
hélice  ou  une  géodésique  de  Toricòne,  il  suffit  d'euiployer  Ia 
construction  ci-dessus,  en  supposant  que  la  figure  plane  initiale 
soit  respectivement  une  trajectoire  isogonale  du  système  des 
droites  g^  ou  une  droite. 

§20 

Canal  circulaire.  —  En  supposant  A  =  constante  =  S  dans  les 
équations  (7),  (7')  du  §  2,  on  trouve  les  équations 

( 1 8)  ^2  _|_  .^2  _  ?;2  .  tg2  ^  ==  tg2  ^       (dans  l'espace  r.) 

( 1 80  ^2  +  ./j2  ^  j;-2 .  thn  =  th2  -h       (dans  Tespace  1.) 


Celles-ci  démontrent  que  le  canal  circulaire 


riemajimen 
lobatschetvskien 


.     .  j,  I-      .  \hyperboloiderésUe\ 

ainsi  que  sommage  sur  l  espace  ordinaire,  est  une     ,,  ,  ^      \ 

de  révolulion.  ^ellipsoide  \ 

Les  canaux  circulaire,  lobatschewskien  ou  riemannien,  sont 
donc  des  surfaces  a  points  respectivement  elliptiques  ou  hyper- 
boliques.  Les  droites  réelles  tracées  sur  le  deuxième  canal  sont 
rangées    en   deux    systèmes,  juissant   de  mèmes  propriétés  du 


(1)  Cette  propriété  subsiste  pour  les  parallèles  de  toute  surface  de  ré- 
volution (Deuxième  Partie,  §  67). 


Íl2 


doiible  syslème  des  génératrices  rectilignes  de  rhyperboloide  a 
une  nappe  de  Tespace  ordinaire. 

Les  nieridiens  des  siiríaces  de  révolution,  iniages  euclidiennes 
des  canaux  (18),  (18),  ont  pour  équations 

(19)      'ç,^-z.,Kign  =  igH,   ^z,^+z,Kúin=:^yhH. 

Mais  coinme  ces  équations  et  les  (2)  du  §  10  définissenl 
mème  conique,  oíi  les  axes  sont  simplement  invertis,  on  a  le 
théorème :  Les  hyperboloides  de  révolution  a  une  et  à  deux  nappes, 
images  euclidiennes  du  canal  circulaire  riemannien  de  rayon  ^,  et 
de  ikypersphèie  riemannienne  d'hauteur  ô,  sont  engendres  par  même 
hyperbole,  tournanl  respectivement  dutour  de  faxe  transverse  et  de 
laxe  non-lransverse. 

En  rappelant  donc  le  lien  existant  entre  les  deux  hyperbo- 
loides de  Tespace  ordinaire,  on  voit  que  toule  propritté  démon- 
trée  pour  Vhypersphere  ou  le  canal  circulaire  riemannien,  donne 
tout  de  suite  une  propriélé  analogue  pour  Iciutre  surface. 

Remarquons  enfin  que,  si  Ton  fait  usage  des  coordonnées 
géographiques,  le  canal  circulaire  de  rayon  5  [cn  verlu  des  re- 
lations  (10),  (10')  du  §  3]  est  represente  par  une  des  équations 

cos^  w  (sin^  u  cos^  v  -f-  sin^  v)  =  sin^  Ô  , 
cos^  w  (sin-  u  +  sin^  v  —  sin^  u  sin^  v)  =  sin^  S 

dans  Tespace  riemannien,  et 

ch2  w  (sh2  u  ch2  v  4-  sh2  i;)  =  sh  n  , 
ch^  w  (sh'^  u  +  sh^  V  -[-  sh"2  u  sh^  v)  =  sh^  § 

dans  Tespace  lobatschewskien. 

§21 

Vu  que  le  canal  circulaire  riemannien  est  une  particulière  hy- 
perboloide  a  une  nappe,  on  peut  se  proposer  la  question  de 
chercher  les  conditions  sous  lesquelles  on  doit  faire  tourner  une 
droite  autour  d  un  axe,  pour  quelle  engendre  une  de  lelles  surfaces. 

Soit  g  la  droite  coupant  perpendiculairement  Taxe  Ox  au 
point  Oi  distam  (j  de  Torigine  O,  et  faisant  Tangle  s  avec  le 
plan  xz. 

Les   coordonnées   (^,  yj,  Z)   d'un   point  quelconque  de  cette 
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droite  ont  évidemment  pour  expressions 

(20)  ^  =  tg5,     r,  =  tgí .  tgco,     2;-cot£.tgò.lgco, 

CO  étanl  Tangle  polaire  sur   le  pIanz=^o,  compté  à    partir  de 
Taxe  Ox. 

II  s'ensuit  que  le  niéridien  de  rhyperboloide  engendrée  par 
la  droite  g  dans  la  rotation  autour  de  laxe  Oz,  a  pour  niéri- 
dien la  conique 

(21)  ^o--V-'g"^^  =  tg-^. 

L'identirication  de  Téquaiion  (21)  à  la  première  (19)  déniontre 
que  pour  que  Ia  droite  riemannienne  (20),  dans  la  rotation  autour 
de  Uaxe  des  z,  engendre  un  canal  circulaire,  il  est  nécessaire  et  suf- 
fisant  que  les  quantités  ò,  £  soient  égales  entre  elles. 

§22 

Canal  générique.  —  En  rappelant  ce  que  Ton  vient  de  dire 
au  §  16,  prenons  pour  axe  du  canal  Taxe  des  z,  et  pour  section 
droite  la  ligne  L  du  plan  coordonné  z  =  o  définie  par  l'équation 

(22)  p=r(co) 

en  coordonnées  polaires. 

Pour  avoir  les  coordonnées  (^,  vj,  'C,)  d'un  point  quelconque 
du  canal  générique,  il  suffit  de  rappeler  Téquation  (18)  du  canal 
circulaire,  en  reniplaçant  ici  la  constante  ò  par  la  variable  o. 
On  obtient  ainsi 

r^  +  V^=.(i+2:2).tg-^p. 

Mais  conime 


1 


il  resulte 


p  =  /-(o))=/-Urctg|-), 
et  Téquation  precedente  revient  à  Tautre 

(23)  ^^  +  f  =  (l+2:^)tg2[/-(arctg|y 

iWe  est  l'équation  du  canal  riemannien  générique,   en  coordori' 
nées  (;;,  r^,  Z). 
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Pour  definir  cetle  surface  on  peut  aussi  employer  les  équa- 
tions  paraniétriques 


(24)    ^  =  i/í  +  £;^t^Aw)cosio,    •/i  =  v/l  +  e;2.tg/-(co)sino),    ^  =  ^. 

Vonv  f(tíi)  =  h  Téquaiion  (23)  revient  naturellement  à  Téqua- 
tion  (18)  du  canal  circulaire. 

Considérations  analogues  dans  Tespace  lobatschewskien. 

La  normale  h  un  point  quclconque  A  de  la  seclion  droite 
d'un  canal  générique,  conlenue  dans  le  plan  de  lelle  section, 
est  aussi  normale  à  riiypercycle  passant  par  le  point  A;  elle 
est  donc  normale  a  la  surface  du  canal.  Une  telle  propriété, 
vérifiée  dans  les  deux  sortes  de  canaúx,  démontre  que  /es  se- 
ctions  droiles  dun  canal  quelconque  soní  des  géodésiques  de  celle 
surface. 

■        §23 

Hélicoíde  générique.  —  Soient  O  (íc,  ?/,  z)  un  système  d'axes 
fixes,  Q  (c;,  vj,  Z^)  un  système  d'axes  mobiles  coincident  a  Tins- 
lant  initial  avec  lautre,  et  L  une  ligne  quelconque  liée  au  sys- 
tème Q  et  conséquemment  mobile  avec  lui. 

Cela  pose,  conservons  fixe  le  système  O  dans  sa  position,  et 
déplaçons  Tautre  de  façon,  que  Torigine  O  décrive  Taxe  O^, 
landis  que  tout  le  système  Í2  tourne  autour  de  cet  axe,  sous  la 
condition  que  le  rapport  des  vitesses  des  deux  mouvements 
soit  constant. 

La  ligue  L  engendre  ainsi  une  certaine  surface  que  l'on  ap- 
pelle  hélicoíde;  la  droite  Oz  est  Vaxe,  et  le  rapport  constant 
des  vitesses  le  paramètre. 

Le  canal  circulaire  et  la  surface  de  révolution  sont  évidemment 
des  cas-limites  de  Thélicoide. 

Dans  le  mouvement  bélicoidal  de  la  génératrice  L  un  point 
quelconque  A  de  la  ligne  se  déplace  sur  un  canal  circulaii^e 
d'axe  Oz  et  dont  le  rayon  est  la  distance  du  point  considere  h 
Taxe,  en  décrivant  sur  cette  suiface  une  trajectoire  que  nous 
allons  délerminer.  A  cet  but  considérons  la  génératrice  en  deux 
positions  infmiment  rapprochées  L,  L',  et  soient  A  et  B  les  po- 
sitions  correspondantes  du  point  considere,  AAq  et  BBq  les  by- 
percycles-méridiens  passant  par  ces  points,  AM  et  BN  les  per- 
pendiculaires  abaissées  sur  Taxe  Oz,  et  AC  larc  de  la  section 
droite  du  canal   compiis  entre  le  point  A  et  Tbypeicycle  BBq. 

Dans  le  mouvement  helicoidal  infiniment  petit  ;i  Taide  du 
quel  la  génératrice  passe  de  la  position  L  a  Tautre  L',  la  rota- 
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tion  du  syslème  d'axes  íl  (^,  tj,  Z)  autour  de  Taxe  Oz  est  re- 
présentée  par  Tangle  AMC,  et  la  translation  de  lorigine  Q.  sur 


Y/ 


Fig.  7 


Oz  par  le  segment  MN ;  de  sorte  que  le  paramètre  p  de  Tliéli- 
coide  a  pour  expression 

_    ^^ 
'^  ~  AMC  ' 

Or  si  A  est  le  rayon  AM  du  caual  circulaire  contenant  Ia  tra- 
jectoire  du  point  A,  le  quadrilatère  Irirectangle  MNBC  (dans 
riiypothèse  de  Tespace  rieuiannien)  donne 

(25)  BC  =  MN.  cos  A. 

D'ailleurs,  conime  Tare  circulaire  AC  a  pour  expression 

AC  =  AMC  .  sin  A  , 

eu  ayant  recours  au  triangle  lectangle  iníiniment  pelit  ACB,  on 
trouve  la  relation 


(26) 


.AC       tffA 

for  ,  _ ^  _0 


BC 


i  étant  Tangle  ABC.  On  en  conclui  que  chaque  point  de  la  gé' 
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nératrice,  dans  le  double  mouvemenl  de  génèralion  de  Ihélicoide, 
décril  une  hélice  d^un  canal  circulaire  ayanl  pour  axe  1'axe  de 
1'hélicoide. 

Cette  hélice,  ainsi  que  Ton  le  verra  dans  la  suite,  est  aussi 
une  géodésique  sur  le  canal  •,  elle  presente  donc  une  analogie 
intime  avec  Ihélice  ordinaire,  et  pour  ces  propriétés  nous  Tap- 
pelons  siniplement  hélice  circulaire. 

Une  ligne  décrite  d'une  façon  quelconque  sur  un  hélicoide, 
pourvu  qu'elle  ne  soit  pas  une  de  ses  hélices  circulaires,  peut 
ètre  évideminent  considérée  comnie  une  génératrice  de  la  sur- 
face. 

Entre  ces  génératrices  il  y  en  a  deux  d'une  particulière  im- 
portance ;  ce  sont  le  profd  méridten  et  la  section  droile,  que  Ton 
obtient  en  coupant  Thélicoide  par  un  plan  respectivement  pas- 
sant  par  Taxe  ou  perpendiculaire  à  Taxe. 

Le  point  A  passe  de  la  position  acluelle  à  la  successive  B  au 
moyen  de  la  rotation  AMC  et  de  la  translation  definie  par  le 
segment  rectiligne  CB,  que  Ton  peut  évideuinient  reniplacer 
par  Tare  élémentaire  CB  de  rhypercycle  BBq,  —  En  désignanl 
donc  par  P  le  rapport  de  la  translation  à  la  rotation  on  a,  en 
vertu   de   1  équation   (25): 

BC    _  MN  .  cos  A 
~  AMC  ~       AMC 

c'est-a-dire  (en  rappelant  la  signification  clu  paramètre  p  de 
1 'hélicoide) 

(27)  P=yj.cosá  (dans  l'espace  r.) 

(27')  P  =  /;.chA  (dans  Tespace  1.) 

On  voit  d'ici  que,  bien  que  le  niouvement  helicoidal  non- 
euclidien  presente  bcaucoup  d'analogies  avec  le  mouvement 
helicoidal  de  Tespace  ordinaire,  entre  les  deux  cas  il  y  a  néan- 
nioins  des  diíTérences  substantielles. 

En  effet  dans  l'espace  euclidien  lous  les  points  de  la  figure 
mobile  font,  dans  un  lenips  determine,  méme  rotation  et  mème 
translation;  de  sorte  que  leur  rapport  est  le  mème  pour  tous  les 
points  de  la  génératrice.  Dans  les  espaces  non-euclidiens  au 
contraire  les  points  de  la  figure  mobile  font,  dans  un  temps 
determine,  mème  rotation  mais  des  translations  diíTérentes,  dé- 
pendamment  de  leur  dislance  a  Taxe  de  Thélicoide ;  de  sorte 


1 1  I 


,  translaiion     ,  , 

(lur  le  rapport r n  est  nas  constant  poiír  tous  les  points 

'  '  '  rotatiou  *■  ^  ' 

de  la  (igui"e  mobile.  —  II  gai'de  inème  valeur  sculeincnt  pcjur  le 

groupe  de  poinls  oíi  la  génératrice  est  coupée  par  im  (juelconque 

des  eanaux  circulaires  avant  Taxe  en  coniniun  avec  Ihélicoide. 

Pour  evitei"  donc  toiítc  equivoque,  il  est  boii  de  se  cotifonner 

à  cette  défiiiition  precise:  Le  paramhie  d un  hílicouh  non-eucli- 

(lien  est  le  rapport  entre  la  trunslatiun  d'un  poiíit  de  l'axe,  lié  in- 

dissolublement    a   la  génératrice  mobile,  et  la  rotation  dun  point 

quelconque  de  cette  ginératrice^  effectuies  dans  viêine  temps. 


§24 

Soient  (c;,  yj,  'C)  les  coordonnées  d'un  poiíit  quelconque  A  de 
la  génératrice  L,  considérée  à  Tinstant  initial,  et  (X,  Y,  Z)(') 
les  coordonnées  de  ce  point  quand  il  est  allé  se  placer  dans  la 
position  B,  après  une  i'otation  arbitraire  v  du  systènie  d'axes 
mobiles  il  (c;,  •/],  2^)  autour  de  Taxe  Oz  et  la  translation  corres- 
pondanle  pv  de  l'origine  íl  sur  cel  axe  (Voir  la  figure  8). 

Si  des  points  A,  B  on  abaisse  les  perpendiculaires  AM,  BN 
sur  Taxe  de  riiélicoide,  on  a 

MA  =  NB-, 

et  cette  condilion,  pour  ce  que  Ton  vient  de  voir  au  §  t7,  re- 
vient  à  Tautre 

X2  +  Y-2  =  ?«  +  -/i2. 

Quant  a  la  coordonnée  Z,  on  obtient  de  la  figure 

ON  =  OM  +  MN  =  OM  +  pv , 
et 

7^_,^OTs_     tgOM  +  tg(p)       _     g;  +  tg(p) 
^     '         í-lgOM.ig{pv)        l-'C,,ig(pv)' 

Si  donc  on  pose  (§  17) 

(28)  í  =  tg{>.coso),     ■/;  =  tgp.sin(o,     2;--tgQ, 


(')  Les  X,  Y,  Z  sout  los  tangentes  (circulaires  ou  hyperboliquoB)  des 
coordonnées  cartésiennes  du  point  B. 

VoL.  VI  —  M.»  3  4 
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on  trouve  que  le&  cooríhnnée»  dun  poinl  quelconque  de  l hilicoUle 
de  paramètre  p,  engendre  par  la  ligne  (2H)  mobUe  aulour  de  Vaxe 
des  z,  sont  exprimées  par  les  íquations 


(29) 


X  =  ^  cos  V  —  yj  sin  i»  =  ig  p  .  cos  (co  +  v) , 
Y  =  :;  sin  v  +  •/;  cos  i>  =  Ig  p  .  sin  (co  -f  v) , 


Si  pour  génératrice  de  la  suríace  on  prend  le  piofil  méridien 
décrit  sur  le  plan  xz.  on  a  r,  =  O,  et  les  équalions  (29)  sont 
reniplacées  par  les  autres  : 

(30)      X-^.cosr,     Y-^.sinv,     A=      ^  +  lgW 


§25 

La  deuxième  relalion  (29)  pour  Y  =  O,  et  la  tioisième  rela- 
tion    (29)    pour    /  =  0    donnent    respeclivenient    co  +  ii  =  0    et 

Or  comnie  dans  ces  cas  les  équations  (29)  reviennent  respe- 
ctivemenl  aux  autres 

(31)  ^o-^S?^     "^10  =  0,     s:o-»g(0-/Ho) 

(32)  ^(,  =  tg  p  .  cos  (^(0  -  ^  j  ,     r.o-lgp.sin  (^03-^j,     'C^q^O, 

on  peut  dire  que  dans  rhélicoide  riemannien  engendre  par  la  ligue 
(28),  le  profil  méridien  silué  sur  le  plan  y  =  0  et  la  seclion  droile 
faile  par  le  plaji  z  =  0,  sont  definis  respectivement  par  les  équations 
(31),  (32). 

Si  (a?Q,  Zq}  sont  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  quel- 
conque du  profil  méridien,  et  {\\q^  6)  les  coordonnées  polaires 
d'un  point  quelconque  de  la  section  droite,  on  a  évidemnient 
[relations  (31),  (32)]: 

tga?o  =  -o  =  lê:p'     í&^o  =  ^o  =  ^&(^-H 


tííí^o  =  v/V'+V  =  »gp'    ^  =  ^-y 
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(i'()u  íi  suit 

(33)  í^o  =  P.     z^^^íl-po, 


(34)  Ro  =  P.     ^  = ^- 

En  supposant  donc  que 

(35)  ¥(x^,Zq)=^0 

soit  réquation  du  profil  méridien  en  coordonnées  cartésiennes, 
on  déduit  des  relations  (33),  (34): 

(36)  F{RQ,-pd)  =  0. 

Telle  est  Téquation  de  la  section  droite  en  coordonnées  po- 
laires. 

Ces  calculs  et  ceux  que  Ton  pourrait  faire  d'une  façon  ana- 
logue  dans  Tespace  lobatschewskien,  demontient  que  c/nns  un 
hélicóide  quelconque  1'équalion  carlédenne  du  profil  méridien  et 
Véquation  polaire  de  la  section  droite  ont  rnéf/.e  for7ne, 

Applications.  —  í°  Le  profil  méridien  d'un  hélicoide  régié  à 
directrice  reciiligne  orlhogonale  aux  génératrices,  est  une  droite 
perpendiculaire  h  Taxe  des  x.  Elle  a  donc  pour  équalion 

Zq==  h  (constante) ; 

et  la  section  droite,  étant  définie  par  Téqnation 


est  elle-même  une  droite.  Cela  était  a  prévoir. 

2'  S'ii  s'ag;it  ilc  riiélicoide  réglé  à   directrice  recliligi 
que,  on  a  poui-  équation  cartésienne  du  profil  méridien 

tga;o  =  A-.tg«o' 
et  pour  équalion  polaire  de  la  section  droite 

k  étant  une  constante. 
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CeUe  analyse  démonlrc  (jue,  landis  que  dans  1'espace  eiieli- 
dien  la  secliou  droite  de  riiélicoide  régié  ;i  directrice  recliliyne 
est  toujours  une  spirale  dH Archimlde  ayant  le  j)òle  sur  Taxe, 
dans  les  espaces  non-euclidiens  au  contraire  la  forme  de  la  se- 
clion  dépend  exentiellement  de  la  valeur  de  la  constante  k.  Elle 
se  réduit  à  une  spirale  ò' Archimède  non-euclidienne  seulement 
pour  k=  I  (Picmièie  Parlie,  §  35). 


§26 

Lignes  déciites  sw  vume  hèlicoíde.  —  La  ligne  Li  définie  par 
les  éqnations 

(37)  ^1  =tgpi  .coscoí ,     rji  =  tg-pi  .siuíoi ,     2;i  =  lg-íii, 

dans  le  mouvenient  helicoidal  de  paramèlre  p  autour  de  Taxe 
des  í,  engendre  un  hélicoide  dont  le  profd  niéridien  est  la 
ligne 

^lo^tgpi,     "/iio^O,     2;io==tg(ííi— /Hoi). 

Celle-ci  coincide  avec  la  ligne  (31)  seulement  si  les  conditions 

(38)  tg  pi  =  tg  p  ,     tg  (Qi  -;>(0i)  -  tg  (i>  -;>oi) 

sont  remplies. 

La  première  de  ces  équalions,  en  revenant  à  Tautre 

est  vérifiée  aussitòt  que  Ton  prenne 

(39)  ^i  =  ^ .  cos  /"(oj)  —  -/j .  sin  /"((o) ,     -aj  i  =  ^ .  si n  /(co)  +  ■/; .  cos  /((o)  , 

/"(o))  élant  une  fonction  arbitraire  de  oj. 

En  rappelanl  les  relations  (28),  on  peut  avant  tout  écrire  les 

(39)  seus  la  forme 

(40)  ^i  =  tgp.cos[(o  +  /'((o)],     r,i  =  tgp.sin[o)  +  /'((o)j. 

Après  cela  il  suffit  de  coniparer  les  équations  (40),  (37)  entre 
elles,  pour  avoir  la  relation 
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ce  qui  réduit  la  deuxième  condilion  (38)  à  l'autre 

Qi—p  (o)  +  /')  =  12  —poi , 
ou   plus    simplement 

Si  Ton  remplace  enfin  la  fonction  arbitraire  /"(co)  par  Tautre 
aussi  arbilraire  'f  (co)  —  co,  les  é(|uations  (40)  et  la  troisième 
équation  (37)  reviennent  aux  autres 

(41)     ^i=tgp.cosçp(co),    •/ji=-tgp.sin(p((o),    ?:i  =  tg[í>+/;((p— co)]. 

On  a  donc  le  ihéorème:  Quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonction 
Cp  (03),  les  équaíions  (41)  dcfinissent  une  ligne  tracée  sur  Ihélicoide 
riemannien  de  paramètre  p  et  d'axe  Oz,  engendre  par  la  ligne  (28). 

Dans  i'espace  lobatschewskien  ont  lieu   des  formules  analo- 


ffues 


Re7narque.  —  Dans  Thypothèse  p=0  les  équations  (41)  re- 
viennent aux  (12),  ce  qui  était  à  prévoir. 

§27 

Hélicoide  réglé  générique.  —  En  supposant  que  la  génératrice 
rectiligne  g,  dans  la  position  iniliale,  coupe  a  angle  droit  Taxe 
Oíc  au  point  Oi  situe  à  la  distance  ^t  de  Torigine,  en  faisant 
Tangle  £  avec  le  plan  tez,  les  coordonnées  (^,  tj,  S^)  de  son  point 
générique  sont  exprimées  par  les  équations  (20). 

En  reniarquant  alors  que  dans  le  cas  actuei 

'SP==-^— '     tgQ  =  cotstg^.tgto, 

'  cos  OJ  DD 

les  équations  (31;  donnent  pour  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque  du  profil  méridien 


(42) 


cos  OJ 


tgí2  — tg(/>oi)        cotetgStgo)  — tg(/>o)) 


1  +tgl>.lg(/Ao)      I  +col£tg5tgco.tg(/;oi)' 


Eliniinons  o)  entre  les  équation  (4  2),  et  ensuile  appliquons  à 
Téqualion  que  Ton  va  obtenir  le  théorème  du  §  25.  On  obtient 
ainsi  ce  résullat :  Dan&  l' hélicoide  réglé  riemannien  general  le  pro/ii 
méridien  situe  stir  le  plan  y  —  O  et  la  section  droite  faite  par  le  plan 
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coordonné  z  =  0,  sont  definis  respeclivemenl  par  les  équalions 


(43)    2;o  = 


(44)    ig (/>(?): 


cot  s  v/^o'- tg^ -  tg  [p  .  are  tg  (^^i^^^ J 
I  +  cots  v/IT^Tg-^  .tg  [^^ .  are  tg  (^^-^)] 

v/[g^tF^-»g[p.arctg(i^^g|^^ 

] 


l+cot£V/tg2Ro-tg2g.tg 


/?.arclg 


vVíV-tg^s 

Igg 


Resultais  analogucs  dans  l'cspace  lobalschewskien. 

§28 

Si  aux  poiíits  successirs  d'une  hélice  L  dun  canal  circulaire 
de  ravon  /•  et  d'axe  Or,  on  constriiit  les  droites  g  tangentes  au 
canal  et  inclinées  d'un  angie  constant  £  sur  les  hypercycles  gé- 
nérateurs,  le  lieu  de  ces  droites  est  un  hélicoide  ayant  pour 
axe  Taxe  des  z. 

Considérons  maintenant  Tare  infiniment  petit  AB  de  L,  ab- 


Fig.  8 

baissons  les  perpendiculaires  AM,  BN  siir  Taxe  et  conslruisons 
enfin  au  point  M  la  section  droile  MAC  du  canal. 
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Eii  verlu  de  la  relalion  cnlre  im  aic  d'hypercycle  et  sa  pro- 
jection  siir  Taxe  (Preinière  Parlie,  §  24),  on  a 

MN  = . 


cos  r 


Dailleurs  le  triangle  infiniment  petit  ABC,  considere  comme 
eudidien,  donne 

BC  =-  AC  .  cot  3  ■■^--  sin  /• .  cot  z  íAo  , 

(O  étant  Tangle  polaire  sur  le  plan  coordonné  2  =  0.  On  a  donc 
la  relation 

MN  =  Igr.  cotsí/o), 

expriínant  la  Iranslation  élémentaire  dans  le  mouvemenl  heli- 
coidal, à  laquelle  correspond  évidemment  la  rotation  infiniment 
petite  í/co. 

On  a  donc  le  théorème:  Le  lieu  des  tangentes  h  un  canal  cir- 
culaire  de  rayon  r,  menées  aux  puints  suceessifs  d'une  de  ses  hé- 
lices, et  inclinées  de  Vangle  conslanl  s  sur  les  hypercycles  piofils 
méridiens  du  canal,  est  un  hélicdide  de  paramelre 

(45)  /?  •=  tg /• .  cot  £  , 

ayanl  Vaxe  en  commun  avec  le  canal. 

Hélicdide  développable.  —  En  posant  la  condition  que  Théli- 
coide  que  l'on  vient  d'engendrer  soit  développable,  le  théorème 
ci-dessus  conduit  à  Tautre:  Pour  quune  droile  mobile  engendre 
un  hélicdide  développable,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  le  para- 
melre du  mouvement  soit  exprime  par  la  relation  (4  5),  r  étant  la 
plus  courte  distance  entre  la  droite  et  Vaxe,  ei  z  V inclinaison  cons- 
tante de  la  droite  sur  les  hypercycles  générateurs  du  canal  cir- 
culaire  contenant  Vhélice  décrite  par  le  point  de  la  droite  mobile 
le  plus  rapproché  a  Vaxe. 

Dans  Tespace  lobatschewskien  on  a  des  résullats  analogues. 

§29 

Hélicdide  réglé  a  directrice  rectiligne  orthogonale.  —  Si  h  un 
certain  instant  la  génératrice  rectiligne  g  coupe  h  angle  droit 
la  directrice  (axe  des  z)  au  point  M,  un  point  quelconque  A 
de  g  décrit  une  hélice  d'un  canal   circulaire  de  rayon  MA  =  [j. 

Dans  la  position  de  la  droite  g  correspondant  à  Tinclinaison  (o 
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sur  le  plan  xy,  les  coordonnées  cartésiennes  (a;,  y,  x)  de  A  sont 
données  par  les  formules 

{\%)         tg£C  =  tg  p  .  cos  (O,      tg?/  =  Igp  .  sin  CO  ,      z— yxo, 

p  élant  le  paraniètre  de  l'hélicoide. 

Si  donc  on  elimine  p  et  o)  entre  ces  équalions,  on  irouve  que 
Vhélicouh  réglé  ii  directrice  recliligne  orthogonale  et  de  paramctre  p, 
est  représentée  {en  coordonnées  cartésiennes  x,  y,  z)  par  1'équation 

(47)  .=/..arctg(-^). 

Celle-ci,  en  inlroduisant  les  coordonnées  ç  =  lg£C,  ■/j  =  tg?/, 
£^  =  tg«,  se  réduit  a  Tautre 


^=tg[^;,.arctg(^A^ 


de  sorte  que  si  Ton  fait  la  représentalion  de  IMiélicoíde  sur 
Tespace  ordinaire  à  Taide  des  formules  du  §  11,  on  obtient  la 
surface  euclidienne  Si 


(49)  zi  =  ig 


Vi 

are  tgf  \  -^^- 

Xl 


On  reconnail  de  celte  équalion  que  Tiniage  Si  que  Ton  vient 
d'obtenir  n'est  nullement  un  hélicoide,  mais  une  simple  surface 
réglée  à  directrice  rectiligne  orthogonale  (ce  que  Ton  pouvait 
bien  prévoir). 

Allons  étudier  une  construction  géométrique  de  cetlc  sur- 
face Si. 

Si  Sa  est  riiélicoide  réglé  minimum  de  l'espace  ordinaire  re- 
presente par  réqualion 

(50)  ^,=;>.arctg(||^ 

la  comparaison  des  relations  (oO),  ('i9)  donne 

2l  =  tg2:-2. 

Si  donc  MA=«i,  NB  =  í^2  sont  deux  généralrices  de  la  sur- 
face Si  et  de  1'hélicoíde  Sa  ayant  mème  projeclion  sur  le  plan 
z  =  i),  on  irouve  que  les  deux  haulcurs  OM,  ON  sont  liées  entre 
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elles  par  Ia  relation 

(51)  ON  =  tgOiM. 

D'ici  la  construction  suivante  :  Sa  (tant  un  hélicdide  réglé  mi- 
nÍ7num  de  parainhre  p,  daníi  1'espace  ordinaire,  dép/açons  les  ge- 
neral rices  rectilignes  paraUèlement  a  leur  direclion,  el  d'une  quan- 
tité  variable  suivant  la  loi  exprimée  par  l'éqtiation  (51),  en  faisant 
en  sorte  qu  elles  s' appuienl  loujours  à  laxe.  La  surface  Si  engen- 
drée  par  cetle  construction,  est  Vimage  euclidienne  de  Vhélicdide 
non-euclidien  (46). 

Remarque.  —  Pour  que  la  suiface  réglée  Si  fút  elle-ménie  un 
héiicoide,  le  déplacement  MN  =  ON  —  OM  =  ig  OM  —  OM  que 
Ton  fait  subir  aux  généralrices  recliligues  de  Thelicoide  Sa  le 
long  de  Taxe  devrail  ètre  constant,  ce  que  ne  peut  pas  arriver 
(conforniément  h  un  résullat  de  ce  paragraphe). 

§30 

Les  resultais  que  Ton  vient  d'cxposer  peuvcnt  ètre  généra- 
lisés  comme  il  suit. 

Soient:  Si  l'image  dans  Tespace  ordinaire  d'un  héiicoide 
non-euclidien  quelconque  S  de  paramèlie  p,  et  (X,  Y,  Z), 
(o?,,  y^,  Zi),  {X(,  ije,  z,;)  les  coordonnées  de  trois  points  corres- 
pondants  de  Pliélicoide  S,  de  son  image  Sj  et  de  Thélicoide 
euclidien  Sg  de  paramètrejo,  ayant  pour  profil  méridien  Timage 
du  profil  méridien  de  S. 

Entre  les  coordonnées  (X,  Y,  Z)  d'un  point  de  riiélicoide  S 
et  les  coordonnées  (^,  'C,)  du  point  ccrrespondant  de  son 
profil  méridien  ont  lieu  les  relations  (30)  du  §  24.  Mais,  en 
vertu  de  la  double  interprélation  géomélrique  des  équations 
dans  l'espace  non-euclidien  et  dans  Tespace  ordinaire  (§  II), 
les  relations  (30)  définissent  aussi  les  coordonnées  (cc,,  yi,  z,)  de 
rimage  du  point  (X,  Y,  Z).  On  a  donc 

(52)  X;  =  >  cos  V  ,      Wj  =  q  sin  i; ,     z,  = ^-^ — - —  . 

^     ^  •      ^  '     ^'      ^  l-^.tg(/..)- 

Quant  aux  coordonnées  (xe,  y^,  z^),  on  a  évidemnient 

(53)  írg=^cost',     ye  =  çsini;,      z,>  =  2;+y;r; 

de  sorte  que  pour  déterminer  la  dépendance  géométrique  entre 
la  surface  S,  et  Thélicoide  S,,,  il  suffit  de  déterminer  la  relation 
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entre  z,  et  Ze;  cela  levient  évideinment  \\   éliminer  ^  entre  les 
Iroisièmes  équalions  (52),  (53). 
On  obtient  ainsi  l'équation 

(54)  ^^^      ^e-pv  +  i,(pv) 

l-{Ze—pv).tg{pv) 

définissant  cette  construction :  S  éíant  un  hclicoide  riemannien 
quelconque,  on  construit  Vhélicoide  euclulien  Sg  ayanl  méme  pnra- 
mèlre,  et  dont  le  profil  mèridien  esl  limage  du  profU  de  S.  Ensuile 
on  considere  les  profils  méridiens  de  Sg  dans  leurs  positions  succes- 
sives,  et  sw  choque  plan  mèridien  on  altere  les  hauteurs  Zg  suivant 
la  loi  expriínée  par  la  relalion  (5-4).  Le  lieu  des  lignes  que  Von 
vient  de  conslruire  est  l'iinage  Sj  de  1'hélico'ide  non-euclidien  S  sur 
Vespace  ordinaire. 

Comine  la  consrriiction  géomélrique  définie  par  la  relation 
(54)  n'est  pas  la  mème  sur  tous  les  plans  méridiens  de  Théii- 
ooide  S(;,  on  conclut  que  Vimage  S,  de  titélicdide  S  sur  l' espace 
eticlidien  nest  jainais  un  hélicoide 

Dans  riiypothèse />  =  O  la  relation  (54)  revient  à  Tautre 


et  Ton  tombe  ainsi  sur  la  propriélé  connue  (§§  13-17):  Limage 
d'une'surface  de  révolution  non-euclidienne  sur  ['espace  ordinaire  est 
elle-même  une  surface  ds  révolution. 

§31 

Pseudo  hélicoide.  —  Dans  les  espaces  non-euclidiens  on  appelle 
pseudo-hélicoíde  toute  surface  dont  Timage  dans  Tespace  ordi- 
naire est  un  hélicoide. 

Or  si  Ton  parte  de  Thélicoide  euclidien  S^  defini  par  les 
équations  (53),  la  construction  du  pseudo-hélicoide  correspon- 
dant  S*  revient  simplenient  à  la  construction  de  Timage  de  Sg 
sur  Tespace  non-euclidien. 

En  ayant  recours  aux  formules  du  §  11,  on  trouve  pour  co- 
ordonnées  d'un  point  quelcon(|ue  de  la  surface  S* : 

(55)     ^*  =  a;e  =  ^o-^osv,     r^*  =  ye=^QÚnv,     ^*  r=Ze=^Q^-pv. 

IMais  le  pseudo-liélicoide  peut  se  déduire  diiectemenl  de  Thé- 
licoide  non-euclidien,  en  évilant  (pour  ainsi  dire)  le  passage  à 
travers  de  Tespace  euclidien. 
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En  eflet  pour  definir  un  hélicoide  non  euclidien  S  on  peul 
faire  usage  des  équalions  (§  24) 


(56)        í  =  ^Q  cos  f  ,     S;  =  ^Q  sin  v  ,     ri 


Or  coninie  les  deux  syslèmes  d'équations  (55),  (56)  diffèrenl 
seulement  dans  la  troisième  équation,  la  recherche  du  lien 
entre  ^  et  Z*  se  réduit  à  réliminalion  de  Zq  entre  les  troisièines 
équations  (55),  (56).  On  obtient  ainsi  la  relation 

(57)  ^*=   ^-'gy     +^.. 

\-\-  Z.  tg  (pv) 

d'oú  le  théorème  :  Pour  conslruire  un  pseudo -liélicoide  riemannien, 
on  parle  d'un  hélicoide  arbitraire,  et  sur  chacun  de  ses  plans  7néri- 
diens  on  altere  les  hauteurs  Z,,  relatives  aux  points  du  profil  cor- 
respondant ,  suivant  la  lai  exprimée  par  la  relation  (57).  Le  lieu 
des  ligues  que  lon  vient  de  construire,  est  un  pseudo  hélicoide. 

Considérations  et  resultais  analogues  dans  Tespace  lobats- 
cliewskien. 

(A  suivre.) 


SUR  LA  CONTINUITÉ  DES  SÉRIES 

NOTE   DE 

M.  L.  Gelando 

à  Rome 


Supposons    que    les   fonctions   z/i  (íc),   í/2  (*?)>   «3  (a;),    , 

en  nombre  infini,  soient  des  fonctions  continues,  de  la  variable  £C, 
dans  tous  les  points  d'un  intervalle  fini  (a,  b).  M.  C.  Arzela  a 
donné  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  série 
Ui  (x)  -\-  n<9  [x)  -{-  uz  {x)  -\- ,  supposée  convergente,  repre- 
sente une  fonclion  s  (x),  de  la  variable  x,  continue  dans  tous 
les  points  de  Tintervalle  («,  b). 

Posons 

Sn  =  U{-\-1H-\-UZ-[- +  M„ 

11,1  =  S         Sf^ 

et  rappelons  la  condition  de  Arzela:  c'est  la  suivante: 

A)  Si  Ton  donne  à  Tavance,  d'une  facon  arbitraire,  les  deux 
nombres  positifs  e  (si  pelit  que  Ton  veul)  et  N  (si  grand  que 
Ton  veut),  on  pourra  partager  Tintervalle  (a,  b)  dans  un  nombre 
fini  de  parties,  tellcs  í|u'à  rintéricur  de  chaque  parlie  on  puisse 
uniforniemenl  poser  |  H,((£c)  |  <;e,  avec  un  n  au  nioins  (jue  soit 
plus  giand  que  IN.  Dans  chaque  poinl  de  reparlition,  il  est  né- 
cessaire que  le  nombre  n  soit  valable  pour  les  deux  intervalles 
qui  aboutissent  à  ce  point. 

M.  Arzela  a  demontré  le  premier  que  la  condition  A)  est  né- 
cessaire et  suffisante  pour  la  continuilé  de  la  série  s{x),  quand 
ou  suppose  aussi,  bien  enlentlu,  la  convergence  de  s{x)  en 
chaque  point  x  de  rintervalle  (cr,  b). 

M.  ViYAMi,  mon  éminenl  mailre,  a  demontré  d'une  façon 
bien  simple  et  bien  elegante  celte  proposilion.  En  étudiant 
avec  soin  la  deinonslration  de  M.  Vivami,  je  me  suis  demande 
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leqiiel  est  Ic  role  du  noinbre  N  .  et  j'ai  troiivé  (jue  ce  iionihre  N 
est  louL  simplenient  déeoralil. 

J'ai  coiniiuiiiiíjLié  cette  observalion  à  !M.  Aiizkla,  (jui  l'a 
trouvée  jusle,  toiít  en  observant  à  sou  toni*  que  la  présenee 
de  N  peut  servii-  à  éclaircii-  Ia  cbose,  ee  (jue  je  ne  nie  pas. 

En  resumant,  je  refhiis  la  eoiulitiou  J)  \\  la  siiivanle: 

B)  Si  Ton  donne  à  1'avance,  d'uiie  façon  arbilraire,  Ic  nonibre 
posilif  £,  si  pelit  que  Tou  veut,  on  pourra  conespondauuneut 
parlager  rintervalle  {a,  b)  dans  uu  nombre  fini  de  parlies,  teiles 
quà  rintérieur  tie  chaíjue  partie  ou  puisse  uniíornieuienL  poser 
|R„(£c)  <^s,  avec  un  n  au  uioins.  Dans  cbaque  point  de  repar- 
tition,  il  faut  que  n  soit  valable  de  Tun  et  de  Tautre  cote. 

Je  vais  suivre  de  très-près  la  demonstiation  de  M.  Vivami. 

La  condition  est  d'abord  nícessaire.  Supposons  qu'elle  n'aie 
pas  lieu,  et  alors  nous  devrons  adineltre  que,  dans  toules  les 
possibles  repartitions  de  (a,  b)  en  un  nombre  fini  de  parties,  il 
existent  des  points  x  tels  que  |R„(íc)  j^s,  avec  n  arbilrairenient 
fixé  et  £  opportunement  choisi.  Partageons  (a,  b)  en  deux  parties 
égales:  Tune  au  moins  de  ces  deux  parties  aura  quelques  x  pa- 
reils ;  partageons  cette  partie  en  deux  parties  égales;  et  conti- 
nuons  coninie  ca,  faisant  toujours  la  mènie  observation.  Ayant  nié 
la  condition  B),  nous  pourrons  continucr  ;i  rinlini.  Les  extrèuies 
supérieurs  de  ces  intervalles  (de  phis  cn  plus  raccourcisj  aient  ^ 
pour  limite  inférieure :  ce  será  aussi  la  limite  supérieure  des  ex- 
tremes inféiúeurs.  Dans  le  voisinage  de  c,,  si  prés  que  Ton  voudra, 
existeront  toujours  des  points  k  tels  que  jU„(íc)j^£,  et  cela  de 
quelle  manière  que  Ton  fixe  71.    Fixons  alors  n  tellement  que 

Ton    aie    |  R,j  (^)  j  <:^  — ',    et   soit  x   si   prés    de   ^    que    Ton    aie 
o 

I  5„  (íc)  —  Sn{c,)\<C^ .    La  première   de  ces  deux   inégalilés   peut 

s'écrire  car  la  série  converge  en  ç,  la  seconde  peut  s'écrire 
car  s^ix)  est  la  somme  d'un  nombre  fixe  de  fonctions  con- 
tinues de  X.  Si  la  série  s{x)  represente  aussi  une  fonction 
continue,  alors  on  pourra  rapprocher  a;  a  ^  de  façon  à  écrire 

s  (íc)  —  5  (ç)  I  <-— .    Mais   alors   on   en    tire    |R„(íc){<£   pourvu 
o 

que    X   soit    assez    prés    de    ^,    ce    qui   est   contre    riiypothèse 

(absurde)  que  nous  avions  admise. 

Demontrons  maintenant  que  la  condition  est  snffisa?ite.    Soit 

(par  absurde)  s  (x)  discontinue  en  un  point  ^  de  (a,  b),  et  la 

condition  B)  verifiée.  Le  nombre  e  étant  choisi,   soit  t  un  pelit 

interval,   comprenant  (ménie  comme  extreme,   si  cela  arrive)  le 

point    c;,    et    lei    que    Ton    puisse    en    i    écrire    uniformement 
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I  R„  (a?)  j  <;  s ,  avec  un  n  au  moins.  La  fonction  s{x)  étanl  sup- 
posée  discontinue  au  point  ç,  ou  pourra  loujours  clioisir  un  z 
de  tel  sort  que  l'inéj;^alilé  \s{x)  —  í  (^)  j  >  3  s  soit  valide,  si  prés 
(jue  Ton  prenne  le  point  x  au  point  ^.  Mais,  la  condition  B) 
étant  adniise,  on  peut  bien  éerire  |  R„  (^)  |  <^£,  car  ^  est  un  point 
du  petit  interval  x;  donc  on  doit  trouver  \s^^{x)  —  í„(^)|>£,  si 
prés  que  Ton  prenne  le  point  x  au  point  c,.  Cela  est  absurde, 
car  Sn  est  la  soinme  d'un  nonibre  íini  fixe  de  fonctions  conti- 
nues. 

Observons  que,  la  condition  B)  étant  demontrée  nécessaire 
et  suffisante  pour  la  continuité  de  s,  on  en  déduit  la  méme 
chose  a  Tégard  de  la  condition  A).  En  eíTet  si  la  série  est  con- 
tinue, il  est  de  méme  continue  la  série  que  lon  en  tire  en  sup- 
priniant  les  N  premiers  ternies. 


BIBUOGRAPHIA 


GiusEppE  Veromese:  Nozio7ii  di  Geometria  Jnluíliva.  Padova,  Í909. 
Elémenli  di  Geometria  (l.'*  e  2.*  partes).  Verona,  1909. 

O  sábio  professor  da  Universidade  de  Pádua  occupa  um 
logar  distincto  entre  os  niatliematicos  que  tèem  tratado  dos 
fundamentos  da  geometria  elementar,  sobre  os  quaes  tem  pu- 
blicado bellos  e  importantes  trabalbos.  Porisso  os  livros  que 
vimos  de  mencionar  não  só  são  úteis  aos  alumnos,  que  princi- 
piam os  seus  estudos  geométricos,  os  quaes  tèem  nelles  excel- 
lenles  textos  para  estes  estudos,  mas  também  aos  professores, 
que  se  interessam  pelas  queslões  fundamentaes  da  Geometria, 
os  quaes  poderão  vèr  nelles  como  o  Sr.  Vero.nese  barmonisa,  no 
ensino  elementar,  os  principios  philosopbicos  da  referida  sciencia 
com  as  exigências  didácticas. 

Podem-se  dividir  em  dois  grupos  os  seus  livros  de  Geome- 
tria elementar. 

O  primeiro,  que  comprebende  as  Noções  de  Geometria  Intui- 
tiva, é  destinado  aos  gymnasios  inferiores  e  escolas  complemen- 
tares. 

Nestes  livros  o  auctor  não  apresenta  as  diversas  proposições 
da  Geometria  sob  uma  íórma  logicamente  determinada ;  enun- 
cias-as  por  meio  de  figuras  a  que  correspondem  objectos  sus- 
ceptíveis de  serem  observados  directamente. 

As  proposições  indicadas  são  justificadas  por  construcções 
ou  verificações  experimentaes  por  meio  da  régua,  esquadro, 
compasso,  etc. 

A  noção  de  rectas  parallelas  é  fundada  na  noção  de  rectas 
oppostas  em  relação  a  um  ponto,  no  que  se  afasta  da  noção 
euclidiana. 

O  segundo  grupo,  que  comprebende  os  Elementi  di  Geo- 
metria, é  destinado  aos  Gymnasios,  Lyceus  e  Institutos  tecbnicos. 

O  melhodo  de  exposição  é  o  methodo  racional  —  a  intuição 
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e  o  raciocínio ;  o  auctor  ocoupa-se  cie  duas  questões  importantes 
que  lèeni  preoccupado  a  allenção  dos  mais  notáveis  geómetras: 
o  numero  dos  postulados  da  geometria  e  o  conceito  da  egual- 
dade  de  figuras  em  geral, 

No  prefacio  da  4.^  edição  mostra  que  o  numero  dos  postu- 
lados pode  ser  reduzido  a  quatro  ou  cinco. 

Todavia  na  exposição  da  sua  geometria  apresenta  muitos  pos- 
tulados de  simples  verificação. 

A  theoria  da  medida  das  grandezas  é  exposta  com  precisão 
e  brevidade. 

A  exposição  é  feita  sempre  com  muita  clareza  e  rigor. 

Alves  Bomfacio 

Professor  da  Faculdade  de  Sciencias 
da  Universidade  do  Porlo. 


LuiSE  Petrén  :    Extensioyi  de  la  methode  de  Laplace.  Lund,   1911. 

É  muito  conhecido  o  methodo  dado  por  Laplace  para  a  inte- 
gração das  equações  ás  derivadas  parciaes  da  forma 

o  qual    foi  consideravelmente    aperfeiçoado   e  sir.iplificado    por 
íM.  Darboux. 

Na  sua  bella  Memoria  Luise  Petrén  generalisa  as  indagações 
de  que  tem  sido  objecto  a  equação  mencionada,  ao  caso  das 
equações  da  forma 

S  A,  (í«,  7/)  4-~  +  S  A'.4^  =.  O . 
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ENSINO  UNIVERSITÁRIO  E  CULTURA  INTEGRAL 

DISCURSO  PRO.XUXCIADO 

NA  SESSÃO  DE  ABERTURA  SOLEJINE  DA  UNIVERSIDADE  DO  PORTO, 

NO  ANNO  LECTIVO  DE  1911-191'2 


Cândido  de  Pinho 


Semhou  Ministro  do  Fomento! 

Semiou  Reitor  da  Universidade  do  Porto I 

Meus  Senhores! 

Na  sua  ultima  reunião,  celebrada  ha  poucos  dias,  o  Senado 
da  Universidade  do  Porto  encarregou-me  de  exprimir  nesta  so- 
lemnidade  a  sua  congratulação  e  o  jubilo,  de  que  estava  pos- 
suido,  ao  ver  que  esta  instituição  deixava  de  ser  uma  mera  for- 
mula burocrática  para  assumir  o  papel  pedagógico  que  a  lei 
lhe  designara. 

Muito  embora  ella  não  iniciasse  a  sua  existência  com  todos 
os  elementos  de  que  a  lei  a  dotara,  havia  ijazõcs  que  justifi- 
cavam um  sincero  regosijo. 

Com  efleito,  a  inauguração  de  uma  Universidade  na  cidade, 
que  até  agora  se  tem  estremado  pelo  seu  amor  ao  trabalho  e 
pela  independência  das  suas  manifestações  politico-sociaes, 
marca  um  momento  notável  na  nossa  vida  e  constitue  uma 
affirmação  inequivoca  dos  princípios  que  presidiram  á  elaboração 
do  programma  de  renovação  nacional. 

Hoje,  como  sempre,  os  únicos  processos  capazes  de  realizar 
no  seio  de  uma  nação  a  unidade  indispensável  á  hai'monia  da 
vida  collectiva  são  os  que  resultam  da  cultura  superior  do  es- 
pirito, sem  a  qual  o  trabalho  civilizador,  todo  o  esforço  de 
YoL.  VI  —  N.°  4  1 
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progresso  e  melhoramento,  não  poderão  emancipar-se  da  crueza 
e  das  escorias  da  vida  quotidiana. 

Desde  a  edade  media,  quando  principiaram  a  esboçar-se  as 
nações  modernas,  os  centros  universitários  teem  sido  os  grandes 
laboratórios  em  que  se  apuram  os  valores  que  dominam  e 
orientam  a  vida  humana; — a  verdade,  o  direito,   a  arte,  etc. 

Vae  porém  uma  distancia  incalculável  entre  a  cultura  que 
realizavam  as  Universidades  desse  tempo  e  aquella  em  que  se 
empenham  os  centros  de  ensino  moderno;  toda  a  distancia 
que  separa  duas  phases  do  espirito  inteiramente  diversas. 

Então  o  pensador  e  o  sábio  preocupavam-se  exclusivamente 
com  o  conhecimento  das  leis  racionaes  e  eternas  do  universo  e 
reduziam  o  saber  a  systemas  de  conceitos  immutaveis,  em  que 
toda  a  natureza,  toda  a  realidade,  toda  a  existência  haviam  de 
entrar  como  em  moldes,  que  jamais  se  quebrariam. 

Hoje  o  espirito  scientifico  procura  por  todas  as  maneiras  col- 
locar-se  em  contacto  com  a  natureza,  e,  sem  abdicar  da  sua 
actividade  original  e  própria,  investigar  as  relações,  que  o 
prendem  no  conjuncto  do  universo,  e  o  coefficiente,  que  elle 
mesmo  exprime  na  cadeia  interminável  dos  phenomenos. 

Afaslou-se  portanto  da  estancia,  que  tanto  o  fascinara,  do 
absoluto  e  do  immutavel,  e  tornou-se  vida  e  acção. 

E  é  neste  propósito  de  tudo  pesquisar,  de  encarar  todas  as 
faces  de  existência,  de  reduzir  todos  os  seres  e  todas  as  rela- 
ções ás  fórmulas  do  conhecimento  concreto,  as  quaes  se  vão 
ampliando  á  medida  que  os  horisontes  da  natureza  se  descer- 
ram: é  nesta  anciã  de  conhecer  Iodas  as  utilidades  e  desvendar 
a  lei  de  toda  a  harmonia  que  elle  esgota  hoje  os  seus  recursos, 
remoçando  a  cada  nova  conquista,  revigorando-se  perante  cada 
obstáculo,  alimentado  sempre  por  uma  seiva  que  se  vae  tor- 
nando mais  fecunda  á  medida  cjue  se  defronta  mais  de  perto 
com  a  realidade,  no  seio  da  qual  esse  espirito  se  examina  a  si 
próprio  como  uma  funcção  de  valor  equivalente,  em  vez  de 
pairar,   sobranceiro  a  ella,   numa  esphera  superior  e  extranha. 

O  abandono  dos  melhodos  anlhropocentricos,  que  consti- 
luiram  o  eixo  de  toda  a  especulação,  marca  pois  o  momento 
exacto  em  que  o  espirito  scientifico  assumiu  a  sua  feição  actual. 
A  partir  de  então  abateram-se  as  barreiras  que  separavam  o 
mundo  interno  do  mundo  externo,  e  o  trabalho  de  investigação 
e  de  revisão,  então  iniciado,  accumulou  em  breve  uma  massa 
inaudita  de  dados  e  observações,  que  dão  ao  campo  do  saber 
uma  vastidão  esmagadora. 

Exteriorizando-se,  saiutlo  do  campo  das  abstracções,  o  espi- 
rito  enriquecera    j)rodigiosamcnle :    restava    saber   se   linha    de 
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mudar  o  signal  dos  valores  que  constiluiam  o  seu  conteúdo. 
Conhecer  as  cousas  através  de  formas  tomadas  da  nossa  pró- 
pria constituição,  erigida  á  categoria  de  padrão  do  universo,  ou 
pedidas  ao  nuindo  exteiior,  não  pode  ser  indiíTerente  sob  o 
ponto  de  vista  da  legitimidade  da  especulação  e  do  critério 
que  tem  de  presidir  á  organização  do  quadro  geral  do  saber. 

Ora  é  perante  esta  necessidade  que  a  exuberância  da  vida 
intima,  caracteristica  do  espirito  scientifico  moderno,  adquire  a 
sua  plena  e  mais  attrahente  manifestação.  Desde  que  a  multi- 
plicação dos  seus  pontos  íle  contacto  com  a  realidade  e  o  apu- 
ramento das  mutuas  relações  constituiam  a  sua  principal  lú- 
queza,  os  systemas  e  methodos  de  investigação,  que  representam 
outros  tantos  pontos  de  vista,  em  que  elle  se  colloca  pai"a 
alargar  as  perspectivas  da  verdade,  succedem-se,  ou  antes  atro- 
pelam-se,  a  ponto  de  dar  á  primeira  vista  uma  impressão  de 
anarchia.  Naturalismo,  inlellectualismo,  pragmatismo,  activismo, 
representam  outras  tantas  formulas  em  que  se  pretende  abranger 
e  systemalizar  o  conhecimento,  e  que  disputam  vivamente  o  pre- 
dominio  da  direcção  intellectual. 

E  evidente  que,  na  utilisação  immediata  do  labor  scientifico, 
no  aperfeiçoamento  technico  que  sob  o  seu  impulso  se  vae  dia 
a  dia  realizando  em  todas  as  dircções,  nas  appiicacões  já  encon- 
tradas ou  entrevistas  da  vida  pratica,  não  ha  motivo  para  a  mais 
ligeii'a  discordância,  O  enlhusiasmo  e  a  admiração  com  que 
todos  os  dias  são  saudadas  as  maravilhas  que  a  actividade  e  a 
penetração  do  homem  desentranham  do  cabedal,  que  a  sciencia 
colloca  ao  seu  dispor,  são  universaes  e  unanimes.  Mas  já  assim 
não  acontece  quando  dentro  de  uma  especialização  do  saber 
surge  um  systema  de  ideias  que,  abandonando  o  dominio  em 
que  porventura  encontra  a  sua  justificação,  pretende  estender-se 
a  outras  espheras;  ou  ainda,  e  principalmente,  quando  se  pre- 
tende attingir  uma  concepção  synthetica,  que  coordene  o  con- 
juncto  de  realidades. 

O  que  é  certo  porém  é  que,  ainda  nestes  casos,  a  agitação 
scientifica  da  nossa  epocha  não  e,  como  a  lucta  do  nominalismo  e 
realismo  da  edade  media,  um  torneio  de  subtilezas  pura  e  ex- 
clusivamente intellectuaes,  um  simples  jogo  de  conceitos;  é  um 
intenso  movimento  de  vida,  em  que  lateja  um  ideal  de  aper- 
feiçoamento moral  e  inlellectual,  indefinido  ainda,  mas  reve- 
lando já  nos  seus  contornos  embryonarios  uma  amplidão  incal- 
culável. 

Era  de  certo  esse  ideal  que  Goeihb  já  contemplava  quando 
escrevia  que — «o  homem  estava  nesta  vida  para  tornar  eterno 
o  que  era  ephemero». 
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Eis  aqui  rapidamente  esboçadas,  como  as  concebo,  as  res- 
ponsabilidades da  cultura  que  as  Universidades  modernas  teem 
a  seu  cargo  ministrar.  Para  merecerem  verdadeiramente  este 
nome,  é  indispensável  que  o  seu  ensino  colloque  ao  lado  da 
instrucção  especializada  e  te('hnica  os  elementos  indispensáveis 
para  iniciar  o  liomeu)  nessas  carrentes  do  pensamento  que 
orientam  e  fecundam  o  trabalho  intellectual  e  os  habilitam  a 
inlegrarem-se  na  plena  existência  da  sua  epocha. 

Doutra  forma  apenas  poderão  realizar,  na  melhor  hypothese, 
uma  exhibição  mais  ou  menos  espectaculosa  de  syslemas  ou 
ideias  petrificadas,  inadaptaveis  ao  organismo  vivo  da  sciencia, 
e  articuladas  artificialmente  como  os  ossos  de  um  esqueleto  de 
demonstração  anatómica. 

Para  esclarecer  e  completar  o  meu  pensamento,  eu  encontro 
numa  reflexão  de  Poi!ncabé  um  alcance  demonstrativo  tão  fla- 
grante, que  não  posso  eximir-me  a  reproduzil-o.  —  «O  des- 
conhecido, diz  elle,  que  invenlou  a  palavra  calor  votou  muitas 
gerações  ao  erro.  Principiou-se  a  tratar  o  calor  como  uma  subs- 
tancia, simplesmente  porque  era  designado  por  um  substantivo, 
e  em  virtude  d'isso  julgaram-no  indestructivel».  E  accrescenta: 
«basta  ás  vezes  mudar  de  linguagem  para  se  descortinarem  re- 
lações á  primeira  vista  insuspeitadas». 

Quem  assim  se  exprime  conhece  muito  de  perto  o  poder 
esterilizador  do  dogmatismo  douliinario,  que,  mesmo  nas 
epochas  de  mais  intensa  actividade,  tende  a  immobilizar  o  es- 
pirito, extinguindo  d  esta  foima  a  sua  capacidade  creadora. 

Com  eífeito,  qualquer  que  seja  a  designação  sob  que  se  nos 
imponha,  lodo  o  systema  de  ideias,  que  transpõe  a  esphera  de 
inducções  que  o  processo  lógico  edifica  sobre  um  canqjo  deter- 
minado da  observação  ou  da  experiência,  aspira  a  abrangei"  a 
verdade  integral,  como  se  ella  fosse,  sob  o  ponto  de  vista  do 
conhecimento,  um  valor  fixo  e  iiialleravel,  que  occupasse  uma 
posição  privilegiada,  um  momento  único  na  curva  da  evolução 
psychologica.  É  claro  que  nestas  condições  não  pode  susten- 
tar-se  senão  assumindo  o  caiacter  axiomático,  incompativel  com 
a  livre  e  fecunda  actividade  do  espirito. 

A  historia  das  sciencias  e  da  philosophia  está  pejada  de 
ruinas  que  atteslam  a  inanidade  dessa  pretensão. 

Isto  não  significa  que  o  espirito  scientifico  haja  de  prescindir 
ou  de  emancipar-se  totalmente  do  esforço  generalizador.  Quer 
a  imaginação  creadora  do  sábio,  quer  a  systematização  lógica 
dos  conhecimentos,  não  ])oderão  realisar  nunca  a  sua  obra  sem 
que  consciente  ou  inconscientemente  se  deixem  conduzir  por 
uma  ideia  philosophica. 
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O  que  é  indispensável  é  (jue  essa  philosophia  não  creslc  a 
folhagem  viçosa  que  a  vida  do  espirito  desabrocha  no  seio  da 
natureza,  e  através  da  qual   se  vivifica  a  seiva  que  a  sustenta. 

O  que  é  indispensável  é  que  no  meio  da  inextrincavel  com- 
plexidade dos  phenoinenos,  com  que  tem  de  relacionar-se,  o 
espirito  não  perca  de  vista  o  que  lhe  é  próprio,  e,  em  vez  de 
ceder  á  antithese  do  objectivo  e  do  subjectivo,  realize  a  syn- 
these  cieadora  dum  mundo  novo  sob  a  fórmula  de  uma  lei 
que  exprima  a  harmonia  da  existência, 

O  que  é  indispensável,  finalmente,  é  manter  bem  alto  a  auto- 
nomia e  a  independência  d'essa  vida  que  nos  seus  movimentos 
rhvthmicos  de  exteriorização  e  interiorização  é  conduzida  sempre 
por  uma  actividade  creadora,  evolucionando  na  directriz  do 
máximo  aperfeiçoamento  e  progressiva  ampliação. 

Antes  de  terminar,  eu  não  posso  deixar  de  exprimir  os  votos 
que  faz  o  Senado  Universitário  pela  prosperidade  da  nova  ins- 
tituição, A  meu  ver,  ella  encontra-se  duplamente  garantida.  Por 
um  lado,  o  Governo,  enviando  aqui  um  dos  seus  membros,  que 
é  também  um  professor  distinctissimo,  quiz  decerto  significar 
quanto  interesse  e  disvelo  lhe  merece  a  creação  que  mais  ele- 
vadamente representa  os  largos  intuitos  reformadores  do  Go- 
verno provisório  e  tanto  lustre  í'eflecte  no  seu  programma  e  no 
nome  do  illustre  ministro  que  referendou  o  decreto  de  re- 
forma da  instrucção  publica. 

Por  outro  lado,  o  corpo  docente  da  Universidade,  composto 
de  professores  cujo  nome  se  acha  aureolado  de  merecido  pres- 
tigio, tem  dado  provas  sobejas  da  maneira  superior  por  que 
sabem  desempenhar-se  da  alta  funcção  que  lhe  está  comettida. 
Qualquer  elogio  que  eu  lhe  fizesse  poderia  até  ser  tomado  como 
desprimor,  porque  significaria  que  alguém  desconhece  os  seus 
merecimentos  ou  lhe  regateia  louvores. 

O  Governo  portanto  não  abandona  a  Universidade ;  os  pro- 
fessores dar-lhe-hão  o  melhor  da  sua  existência;  e  nestas  con- 
dições o  novo  instituto  não  deixará  de  ser  uma  honra  da  nação. 

Disse. 


A  IMPORTÂNCIA  E  DIGNIDADE  DA  SCIENCIA 
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I.  A  sciencia  não  é  entretimento  estéril.  A  scieneia  civili- 
sadora,  e  base  dos  progressos  materiaes  das  nações. 
A  sciencia  educadora.  A  sciencia  emancipadora  e  es- 
cola do  pensamento  livre.  A  sciencia  pacificadora  e 
principio  de  concórdia  internacional.  A  sciencia 
bemfeitora  da  humanidade  (Berthelot). 
II,  A  esterilidade  scientifica  dos  povos  da  península  ibé- 
rica. Pretendidas  causas  dessa  esterilidade;  viveza 
de  imaginação,  heterogeneidade  ethnica,  belleza  do 
clima  e  feracidade  do  solo ;  opinião  do  prof.  dr.  Car- 
RAciDO.  Principal  causa  do  atrazo  da  cultura  scien- 
tifica em  Portugal:  orientação  puramente  litteraria 
e  rhetorica  da  instrucção  nacional  desde  longa  data; 
apreciação  justa  de  Alexandre  Herculano  :  do- 
cumentos justificativos. 

III.  As  condições  indispensáveis  para  a  cultura  das  seien- 

cias  segundo  o  sr.  prof.  Louis  Henry:  meios  de 
trabalho  —  materiaes  e  intellechiaes .  Livros  e  biblio- 
thecas.  Collecções  de  historia  natural.  Laboratórios 
devidamente  installados,  com  dotações  sufficientes  e 
de  pessoal  auxiliar:  assistentes,  preparadores,  aju- 
dantes, serventes.  Apreciação  dos  prof.  Cannizzaro 
e  Gilbert.  Importância  da  questão  dos  vencimentos 
dos  professores;  o  problema  da  sua  vida  deve  ficar 
resolvido.  Estimulantes  da  cultura  scientifica :  con- 
cursos a  prémios  sobre  questões  postas;  prémios;  mis- 
sões de  estudo.  Educação  do  meio  social  no  sentido  de 
dar  apreço  e  animar  os  estudos  das  sciencias. 

IV.  Saudação  ao  Ministro.  Portugal  deve  cuidar  a  serio  da 

sua  instrucção  superior:  os  exemplos  a  seguir:  o  re- 
surgimento  scientifico  da  Itália,  do  Japão  e  da  Hes- 
panha. 
Epilogo.  Saudação  aos  alumnos:  elogio  do  trabalho:  pala- 
vras de  Pasteur,  Ramon  y  Cajal  e  Ferreira  Lapa. 
Incitamento  á  cultura  scientifica  em  collaboração 
com  os  professores. 
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Semior  Mlmstro,  (*) 
VE^ERA^DO  Reitor  desta  Universidade, 
Meus  honrados  e  ii.lustres  Collegas, 
Minhas  Senhoras  e  SE^HORES, 

É  com  algum  embaraço  e  timidez  que  hoje  venho  a  esta  as- 
sembleia plenária  da  Universidade  portucalense,  para  fazer  a 
oração  inaugural  da  abertura  dos  cursos  de  1911-1912.  O  ve- 
nerando Keitor  quiz  dar-me  a  subida  iionra  de  convite  para 
esse  fim.  Talvez  de  si  para  si  pensasse  em  certos  factos  histó- 
ricos, que  denunciam  a  alliança  da  mathemalica  á  chimica:  o 
grande  Newton,  o  pontitice  máximo  das  sciencias  que  elle  actual- 
mente illustra  com  o  brilho  do  seu  engenho,  fez  numerosas  ex- 
periências de  chimica  que  se  perderam,  e  alguns  extractos  que 
nos  restam  da  sua  obra  nesta  direcção  mostram  que  os  estudos 
práticos  do  laboratório  lhe  eram  tão  familiares  como  as  conce- 
pções mais  levantadas  da  mecânica  celeste;  todos  sabem  como 
coUaboraram  o  malhematico  Laplace  e  Lavoisier,  o  creador  da 
chimica  moderna;  e,  talvez  com  tal  propósito,  quiz  elle  dar 
consagração  á  chimica  nesta  festa  solemne.  Era  dever  meu  não 
me  escusar;  não  me  escusei,  sem  desconhecer  que  me  faltam 
os  dotes  para  a  delicada  missão,  especialmente  os  recursos 
oi'atorios,  muito  apreciáveis  em  occasiões  como  esta.  Com  a 
fraqueza  dos  meus  recursos  vou  cumprir  perante  vós  o  meu 
dever,  com  zelo  e  boa  vontade,  mas  singela  e  modestamente. 
É  da  dignidade  e  importância  da  sciencia  no  momento  actual 
da  civilisação  e  das  condições  hoje  em  dia  exigidas  para  uma 
fcííicaz  cultura  scientifica  que  me  vou  occupar. 

Mas,  antes  disso,  careço  também,  e  é  meu  dever,  agradecer 
commovidamente  a  maneira  captivante  como  fui  apresentado  a 
esta  assembleia.  O  nosso  illustre  Reitor,  que  m'o  permitta  a 
sua  modéstia,  é  uma  das  mais  legitimas  glorias  de  Portugal;  só 
o  posso  comparar  ao  glorioso  Pedro  Nunes  a  quem  me  referirei: 
é  o  nosso  Pedro  Nunes  do  século  xix.  E  verdadeiramente  recon- 
fortante e  consolador,  quando  se  tem  experimentado  duros  em- 
bates e  contrariedades  na  vida,  ter  por  si  um  Mecenas  tão 
illustre. 


(')  Dr.  Sidónio  Paes,  Ministro  do  Fomento, 
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Meus  Semiokes 

Tempos  houve,  e  não  vão  longe,  em  que  o  papel  e  a  utili- 
dade da  cultura  das  sciencias,  para  manter  o  prestigio  moral  e 
a  força  das  sociedades,  eram  completamente  desconhecidos  ou 
mal  apreciados.  A  sciencia  era  tida  como  obra  estéril,  entrete- 
nimento de  luxo  ou  de  curiosidade,  servindo,  quando  muito, 
para  os  grandes  e  poderosos  da  terra.  Houve  na  revolução 
francesa  espiriíos  estreitos  que  inculcaram  «a  inutilidade  da 
casta  dos  sábios  especulativos,  cujo  espirito  vagueia  constante- 
mente por  sendas  perdidas  na  região  dos  sonhos  e  das  chi- 
nieras»,  e  não  hesitaram  em  affirntar  que  «a  republica  não  tinha 
obrigação  de  fazer  sábios,  nem  lhes  crear  privilégios»;  mas 
sim,  apenas  contribuir  para  a  instiucção  geral  a  todos  os 
cidadãos!  E  até  um  chimico  (foi  Fourcroy,  ha  de  tudo  neste 
mundo!),  renegando  a  sua  missão  e  as  dignidades  académicas, 
fulminava  «as  gothicas  universidades  e  as  aristocráticas  acade- 
mias». 

Este  conceito  estreito,  erróneo,  que  tem  em  menosprezo  o 
trabalho  scientifico  de  investigação  e  os  serviços  por  elle  pres- 
tados á  sociedade,  desappareceu  certamente  na  massa  geral  dos 
paizes  cultos;  mas  ha  ainda  muita  gente  que  não  comprehende 
a  importância  primacial  da  cultura  scientifica  na  época  pre- 
sente: seria  bom  te-ia,  quando  isso  possa  ser;  mas  poder-se-ha 
prescindir  d'ella. 

Comecemos,  pois,  por  affirmar  em  contrario  que  as  leis  da 
natureza,  descobertas  pela  sciencia,  se  applicam  constantemente 
á  pratica  das  industrias,  as  melhoram  incessantemente,  e,  como 
consequência,  beneficiam  de  um  modo  surprehendente  as  con- 
dições da  vida  mateiúal  dos  povos  modernos;  numa  palavra, 
que  a  sciencia  é  civilisadora. 

As  leis  da  physica  e  da  mecânica  applicadas  permittiram  a 
construcção  das  machinas  e  dos  caminhos  de  ferro,  dos  tele- 
graphos  ordinários  e  dos  telegraphos  sem  fio,  da  illuminação 
eléctrica  e  da  nova  metal! urgia  baseada  na  electrolyse. 

As  leis  da  astronomia  e  da  physica  ccnseguiram  traçar  com 
exactidão  antes  desconhecida  a  carta  pormenorisada  dos  conti- 
nentes e  das  ilhas  5  geraram  a  navegação  a  vapor,  augmentaram 
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extraordinariamente  a  velocidade,  a  segurança  e  o  poderio  do 
homem  nos  mares. 

As  leis  da  chimica  melhoraram  todas  as  industrias  antigas, 
fizeram-n'as  progressivas,  isentaram-n'as  da  rotina  das  receitas 
empiricas  e  tradicionaes  d'outrora-,  crearam  matérias  artificiaes 
para  a  tinturaria,  que  uiodificaram  por  completo  os  processos 
antigos;  Ibrneceram  á  medicina  uma  grande  variedade  de 
agentes  thcrapeuticos  activos  e  de  effeitos  seguros;  illuminaram 
a  gaz  de  hulha,  a  acetyleno  ou  por  meio  de  mangas  de  incan- 
descência as  ruas  e  avenidas  das  cidades  e  villas;  forneceram  á 
engenharia  esses  explosivos  possantes,  que  fazem  em  pouco 
tempo  o  trabalho  que  na  antiguidade  só  era  possivel  com  le- 
giões de  escravos,  dui.tiitc  mezes  e  annos;  guiaram  a  agronomia, 
a  oenologia  e  todas  as  industrias  ruraes  no  sentido  de  uma 
producção  muito  mais  abundante  e  perfeita,  preconisando  o 
uso  dos  adubos  artificiaes,  dos  insecticidas  e  fungicidas  e  de 
processos  cuhui'aes  aperfeiçoados;  orientaram  a  hvgiene  para  a 
maior  duração  da  vida  humana  ;  melhoraram  a  producção  do 
ferro,  do  aço,  do  aluminio,  e  fabricaram  diversas  ligas  com  que 
tem  sido  possivel  construir  não  só  machinas  collossaes,  os 
nossos  navios  e  couraçados,  as  nossas  locomotivas,  os  nossos 
automóveis  e  os  novos  engenhos  de  voar,  como  ainda  fazer 
medições  mais  exactas  e  dar  marcha  mais  regular  aos  nossos 
chronomelros. 

A.  sciencia  que  taes  fruclos  tangiveis  palpáveis,  teem  produ- 
zido, não  é,  não,  um  entretinimento  estéril :  é 


2im  poder  que  mais  alto  se  levanta 

no  mundo  de  hoje,  accrescentando,  por  modo  nunca  sonhado, 
a  riqueza  nacional  e  particular,  pelo  aproveitamento,  cada  vez 
mais  extenso,  das  energias  e  forças  naturaes. 

Quereis  um  exemplo,  de  entre  muitos,  demonstialivo  do  que 
vale  a  cultura  da  sciencia?  Reparai  na  gi-andeza  da  producção 
da  industria  chimica  allemã,  que  pouco  mais  tem  de  30  annos: 
1.600  milhões  de  producção  annual;  perto  de  700  milhões  de 
exportação;  9.000  fabricas;  200.000  operários;  260  milhões  de 
salários,  —  tal  foi  o  balanço  d'cssa  industria  em  1906. 

Todas  estas  industiias,  e  a  dos  outros  paizes,  foram  filhas 
das  descobertas  da  sciencia  pura,  ou,  mais  exactamente,  das 
descobertas  das  leis  fundamentaes  da  chimica,  realizadas  nos 
fins  do  século  xviii  pelo  immortal  génio  de  Lavoisieh! 

Mas  a  sciencia  não  deve  encarar-se  só  por  este  lado  utilita- 
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rio;   a  scieneia  é  também  educadora,  emancipadora  e  collabe- 
radora  da  alliança  e  paz  universaes. 

A  scieneia,  disse  eu,  t  educadora. 

Para  os  povos  sonhadores,  aventureiros,  românticos  ou  idea- 
listas (e  talvez  tenhamos  um  pouco  de  tudo  isto),  nada  mais 
próprio  para  disciplinar  o  espirito  do  (]ue  os  ensinamentos  da 
realidade,  revelados  pela  observação  dos  seres  e  factos  natu- 
raes  e  pela  experiência;  assim  se  rectificam  preconceitos  e  se 
corrigem  perniciosas  inclinações  de  atiimo.  O  facto  scientifico 
rigorosamente  observado  a  todos  obriga,  porque  todos  o  podem 
verificar;  a  lei  natural,  correlação  necessária  entre  os  pheno- 
menos,  a  todos  se  impõe,  pelo  mesmo  motivo;  não  ha  decla- 
mações oratórias,  dissertações  litlerarias,  ou  discussões  escolás- 
ticas, que  os  possam  modificar,  ou  oppor-se  aos  progressos  que 
d'elles  dimanam.  O  alumno,  que  num  laboratório  de  chimica  se 
exercita  nas  experiências  da  analyse,  aprende  com  ensinamentos 
eminentemente  impressionantes  que  se  não  pode  violentar  a 
marcha  das  transformações  materiaes,  sem  graves  desgostos;  e 
reconhece  que,  para  obter  os  resultados  desejados,  deve  sempre 
proceder  conforme  as  condições  necessárias  á  producção  dos 
phenomenos;  verifica  a  cada  passo  o  aphorismo  sempre  verda- 
deiro de  Bacon:  (.(Nahira  parejulo  imperat)):  a  natureza,  man- 
dando, obedece.  Mal  vae  áquelle  que  tenta,  por  ligeireza,  ou 
por  outro  motivo,  forçar  o  curso  dos  phenomenos:  será  impie- 
dosamente castigado  e  envergonhado. 

E  assim  as  sciencias,  e  particularmente  a  physica  e  a  chimica, 
infundem,  pelos  seus  ensinamentos,  o  vigor  mental  positivo  nos 
organismos  sociaes  e  disciplinam  os  espiritos  irrequietos  ou  vo- 
luntariosos : 

«Que  lições  tão  necessárias,  disse  ainda  ha  pouco  no  congresso  de  Gra- 
nada para  o  progresso  das  sciencias  o  sr.  dr.  Carracido,  para  os  legisla- 
dores, que  ereem  presumidamente  que  a  Gaceta  official  pode  dar  vida  ao 
que  não  existe  e  reformar  de  súbito  as  velhas  instituições  sociaes!  Quanto 
aproveitaria  a  contemplação  dos  quadros  da  vida  natural  aos  homens  de 
estado  e  aos  politicos  que,  apaixonados  pelo  que  deve  ser,  impossibilitam 
a  realização  do  que^jode  serio 

Não  só  a  scieneia  é  eminentemente  própria  para  dar  ao  espi- 
rito a  seriedade,  a  firineza  e  a  clareza  de  convi<'ções  que  o  tornam 
superior  ás  sugestões  da  vaidade  e  do  interesse  pessoal,  o  que 
é  já  uma  concepção  do  dever,  como  lambem  é  uma  escola  de 
modéstia  e  benevolência.  Pieferindo-se  á  astronomia,  observa 
judiciosamente  Poincaré  que  foi  por  ella  que  o  homem  primeiro 
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reconheceu  que  havia  leis  naturacs,  conhecimento  de  um  grande 
alcance  e  utilidade  para  as  outras  scicncias,  que  por  sua  vez 
investigaram  e  encontraram  leis  naturaes  próprias;  a  astronomia 
forneceu-nos  ainda  outra  noção  —  a  do  infinito  do  universo  si- 
deral, que  nos  subjuga  e  nos  opprime  :  «nós  sabemos,  diz  elle, 
que  o  sol  está  a  150  milhões  de  kilometros  da  terra  e  que  as 
distancias  das  cstrellas  mais  próximas  são  centenas  de  mil  vezes 
maiores  ainda».  Habituados  a  contemplar  este  infinitamente 
grande,  ficamos  mais  aptos  a  comprehender  e  a  admittir  o  infi- 
nitamente pequeno,  que  egualuiente  nos  opprime.  E  assim,  quer 
no  mundo  revelado  pelo  telescópio,  quer  no  que  é  apreciado 
pelo  microscópio  e  o  ultramicroscopio,  as  maravilhas  do  real, 
do  que  é,  são  iiic()mj)aravelmente  maiores,  e  mais  bellas,  do 
que  quanto  a  phantasia  mais  possante  podia  imaginar,  e  sur- 
prehendem-nos  a  cada  passo  com  o  imprevisto,  com  o  extra- 
ordinário! Basta  dar  para  exemplo  a  perturbação  trazida  á 
physica  e  á  cbimica  pela  descoberta  dos  raios  cathodicos  e  do 
radio. 

Perante  estas  maravilhas  do  mundo  material,  que  o  homem 
vulgar  ou  a  meia-sciencia  é  incaj^az  de  a])reciar,  i'ecolhe  o  espi- 
rito a  noção  da  modéstia  e  bondade.  Sabemos  lodos,  os  que 
mais  estudamos,  os  que  mais  descubrimos,  bem  pouca  coisa 
perante  os  assombros  do  que  existe.  Os  nossos  systcmas,  as 
nossas  theorisaçõcs,  são  todas  provisórias  e  falliveis,  em  face 
da  limitação  do  nosso  saber  e  das  immensas  difficuldades  da 
investigação.  Como  Newton,  ou,  melhor,  com  muito  mais  razão 
do  que  elle,  reconliecemo-nos  creanças  perante  os  mysterios  da 
natureza.  Os  nossos  descobrimentos  não  são  de  molde  a  fo- 
mentar orgulhos  e  vanglorias :  sejamos  modestos  e  benevo- 
lentes ;  porque  não  podemos  forumlar,  nas  sciencias  que  mais 
apaixonadamente  cultivamos,  construcções  a  que  possamos  dar 
o  caracter  dogmático ;  sejamos  moderados  e  discretos  nas  nossas 
affirmações. 

Disse  uma  vez  Pasteur  que  o  livre  pensamento  não  podia  ser 
o  pensar  nada  ou  escravisarmo-nos  á  ignorância;  lambem  não 
podia  ser  a  liberdade  de  pensar  mal  ou  a  de  nos  deixarmos  do- 
minar pelas  suggestões  do  instincto  e  despresar  toda  a  tradição. 
A  verdadeira  liberdade  de  pensamento,  é  a  liberdade  absoluta 
da  investigação,  o  direito  inviolável  de  concluir  sobre  o  que  é 
verdadeiramente  accessivel  á  evidencia,  e  conformar  com  isso 
a  nossa  opinião,  independentemente  de  toda  a  auctoridade,  de 
toda  a  ideia  preconcebida,  de  qualquer  fanatismo  ou  supersti- 
ção.  Galileu  dizia:   «quando  os  decretos   da  natureza   são  ex- 
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postos  aos  olhos  e  á  intelligencia  de  todo  o  mundo,  a  auctori- 
dade  d'este  ou  d'aquclle  perde  toda  o  poder  sobre  nós». 
A  sciencia  procura  o  que  é,  sem  se  inquietar  um  momento  com 
as  consequências  philosopliicas  que  derivam  das  suas  desco- 
bertas, nem  com  as  difficuldades  que  possa  levantar;  os  sys- 
temas  e  as  doutrinas  teem  que  subordinar-se  aos  factos.  A 
sciencia  verdadeira  é,  pois,  a  escola  do  livre  pensamento,  e, 
como  tal,  eminentemente  emancipadora . 

Só  a  meia  ou  a  falsa  sciencia  é  fanática,  é  intolerante,  é  pre- 
sumida, e  pode  ter  a  presumpção  de  dar  soluções  definitivas 
nos  mais  graves  e  transcendentaes  assumptos.  O  homem  de 
sciencia  verdadeira  tem  as  suas  convicções  sobre  estas  maté- 
rias, comprehende  e  respeita  as  dos  outros  e  faz  uma  lei  de 
nunca  perturbar  uma  consciência. 

Se  a  sciencia  não  tem  pretenções  (não  as  pode  ter)  a  escla- 
recer-nos  sobre  a  natui"eza  intima  das  coisas,  nem  sobre  as 
causas  primeiras,  mas  se  limita  ao  estudo  restriclo  e  positivo 
dos  factos  e  ás  leis  dos  phenomenos,  e  estes,  como  já  dissemos, 
podem  ser  verificados  em  toda  a  parte  —  não  ha  duvida  que  é 
a  única  disciplina  capaz  de  crear  a  unanimidade  entre  os  ho- 
mens. 

Assim  a  sciencia  consliiue  \\\w  principio  de  concórdia  entre  elles. 

Os  intuitos  e  a  ambição  dos  seus  cultores  são,  em  regra,  o 
de  promover  o  interesse  geral,  o  bem-estar  e  a  felicidade  dos 
homens. 

A  sciencia,  por  estes  motivos,  exerce  uma  acção  de  conci- 
liação, de  confraternidade  e  de  solidai-iedade  universaes.  Estes 
sentimentos  de  confraternidade  tendem  a  predominar,  criam 
laços  affectivos,  concorrem,  por  isso,  para  suavisar  os  costumes 
e  elevar  a  alma.  As  relações  entre  os  sábios  de  todo  o  mundo 
nas  academias  e  sociedades  scientificas  e  nos  congressos,  que 
se  vão  multiplicando  dia  a  dia,  concorrem  para  o  apazigua- 
mento  dos  ódios  e  rancores  que  algumas  vezes  existem  entre  os 
povos.  A  humanidade  conduzida  pela  sciencia  para  a  região 
serena  da  paz  —  eis  o  que  muitos  hoje  poderão  ter  como  utopia 
ou  sonho,  mas  que  poderá  ser  um  dia  realidade. 

Conclusão  necessária  de  quanto  tenho  dito :  A  sciencia  não 
é  só  porque  cria  riquezas,  poi'que  fomenta  os  progressos  mate- 
riaes,  e  porque  espalha  a  flux  benefícios  na  sociedade;  como 
porque  é  educadora  do  espirito  e  do  caracter;  como  porque 
é  emancipadora  de  preconceitos  e  escola  do  pensa?nento  livre; 
como  porque  é  conciliadora,  tendendo  a  approximar  os  homens 


205 


pelos  laços  aíTectivos  e  de  concórdia;  —  a  seiencia,  digo,  é  ver- 
dadeiramente a  benifeitora  da  humanidade  (BEntiiELOT). 


II 


E  porque  a  dignidade  e  importância  social  da  seiencia  são 
tamanhas,  causa  extranhesa,  e  é  motivo  de  pesar,  consignar  o 
facto  real  da  quasi  ausência  de  nomes  portugueses  no  livro 
de  honi'a,  onde  se  inscrevem  os  investigadores  das  leis  natu- 
raes.  Não  temos  vivido  a  vida  de  laboratório ;  somos  forasteiros 
na  nova  obra  da  exploração  da  natureza ;  por  causa  da  nossa 
esterilidade,  limitamo-nos  a  meros  copistas  da  obra  dos  outros 
povos  onde  se  tem  acclimatado  a  alta  cultura, — que  é  a  que 
hoje  serve  para  qualificar  e  valorizar  as  nações. 

O  nosso  mal  foi  também  o  da  visinha  Hespanha;  e,  para  o 
explicar,  aventou-se  a  ideia  de  que  o  trabalho  scientifico  expe- 
rimental era  incompativel  com  a  viveza  da  imaginação  d'aquelle 
povo,  com  a  heterogeneidade  dos  elementos  elhnicos  que  o  for- 
maram, em  cujas  veias  corre  o  sangue  semita,  e  com  a  ameni- 
dade do  clima,  a  belleza  do  ceu  e  a  feracidade  do  solo. 

O  meu  collega,  sr.  dr.  Carracido  mostra  com  grande  copia  de 
argumentos  que  estas  razões  não  colhem.  Sem  acompanhar  o 
illustre  cathedralico  na  sua  brilhantissima  exposição,  confir- 
mando a  sua  maneira  de  ver,  permiltir-me-hei  dizer  em  reforço 
o  seguinte. 

A  decadência  actual  não  pode  ser  devida  á  amenidade  do 
clima,  que  nunca  foi  modelador  de  entendimento.  No  século  xvi, 
no  periodo  áureo  da  nossa  civilisação,  fomos  creadores  e  inves- 
tigadores originaes:  tivemos  um  mathematico  dos  mais  illustres 
—  Pkdro  ISu.nes,  o  naturalista  Garcia  da  Orta  e  médicos  tidos 
em  todo  o  mundo  scientifico  como  observadores  sagazes  e  ta- 
lentosos, como  foi  Amato  Lusitano,  cuja  obra  scientifica  se  acha 
tirada  magistralmente  do  pó  dos  archivos  pelo  nosso  estimado  e 
sábio  collega  dr.  Maximiaino  Lemos;  como  tiveram  os  hespanhoes 
um  Acosta,  o  Humboldt  do  século  xvi,  que  escreveu  a  Historia 
nalural  y  moral  de  las  índias,  obra  no  estvlo  do  Cosmos  e  só 
com  elle  é  comparável;  tiveram  um  Medina,  e  especialmente 
um  Alonso  Barba,  auctor  do  livro  El  arte  de  los  melales,  que  no 
Peru  creou  a  metallurgia  da  prata  pelo  processo  da  amalga- 
mação,  metallurgia  toda  hespanhola,  como  podereis  ver  consul- 
tando a  obra  de  Hokfer  sobre  historia  da  chimica,  ou  ainda  o 
volume  respectivo  da  grande  Encijclopédie  chimique  de  Fremy, 
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Todos  conhecem  o  accentuadissimo  progresso  das  sciencias 
nos  Estados  Unidos,  não  obstante  a  variadíssima  procedencie 
da  sua  população.  Foi  na  Alsacia,  e  na  cidade  de  Strasburgo, 
que  nasceram  os  quatio  chiniicos  de  stirpe  germânica  — 
Gerhardt.  Wcrtz,  ScHurzE>BERGEi\  c  Friedel,  que  tanto  concor- 
reram, com  o  brilho  das  suas  descobertas,  para  a  marcha  trium- 
phante  da  chimica  francesa  na  segunda  metade  do  século  xix. 
A  heterogeneidade  dos  elementos  ethnicos  parece  antes  favorecer 
do  que  contrariar  o  trabalho  scientifico. 

A  injaginação,  pela  sua  parte,  não  é  faculdade  perturbadora 
da  pesquisa  original,  antes  é  um  auxiliar  indispensável,  porque 
coordena,  descobre  ou  prevê  os  elementos  experimentaes  da 
investigação.  Na  inauguração  do  monumento  a  Avogadro,  que 
se  realisou  em  Tiirin  no  dia  2i  de  setembro  ultimo,  data  do 
centenário  da  publicação  da  sua  notabilissima  memoria  sobre 
a  constituição  molecular  dos  gazes,  o  eminente  chimico  italiano, 
prof.  IciLio  Guaueschf,  dcnominou-o  um  verdadeiro  poeta  da 
scíencia,  porque  a  imaginação  teve  grande  parte  na  genial  des- 
coberta. 

Não  pode  duvidar-se  também  de  que  uma  sã  phantasia  entrou 
na  constituição  das  theorias  de  Kekuié,  de  Fischer  e  de  Lord 
Kelwin  sobre  diversos  ramos  de  chimica  e  physica  actuaes. 

As  razões  da  nossa  decadência  scientifica,  não  considerando 
as  luctas  para  a  manutenção  da  nossa  independência  nos  co- 
meços do  século  xix,  e  as  dissenções  politicas  intestinas  que  nos 
ti-ouxeram  em  desasocego  por  largos  annos  até  o  meiado  do 
mesmo  século,  são  seguramente  outras. 

AlexAíSdue  Herculano,  defendendo  em  1841  a  Escola  Polyle- 
chnica  como  Escola  Normal  de  ensino  primário  superior  para 
o  ensino  das  sciencias  physicas  e  mathematicas,  apontou,  com  a 
clarividência  do  seu  engenho,  o  mal  da  nossa  instrucção;  era 
o  quasi  exclusivo,  que  vinha  de  longe,  da  cultura  clássica, 
essencialmente  rhetorica  e  litteraria : 

«A  instrucçào  publica  em  Portugal,  dizia  elle,  tomada  na  sua  generali- 
dade, nas  suas  feições  caracteristicas,  e  despregadas  as  excepções,  nem 
pertence  a  este  século,  nem  é  progressiva,  e  por  conseguinte  nem  é  real- 
mente útil». 

Referindo-se  ao  caracter  predominante  da  instrucção  nacional 
na  época  joannina  e  manuelina,  accrescentava: 

«Era  o  especulativo  puro,  o  metaphysico,  no  rigor  da  significação  grega 
desta  palavra.  Os  reinados  de  D.  Duarte,  de  D.  AÔonso  V  e  de  D.  João  II 
resplandeceram  de  moralistas,  de  historiadores,  de  poetas,  de  mysticos  e 
ainda  de  oradores;  — tudo  quanto  representa  o  mundo  das  ideias.  Porém 
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a  sciencia  do  mundo  material,  onde  apparece  ella  durante  esse  largo  pe- 
ríodo? Apenas  na  escola  de  Sagres.  Todavia  que  livro  ou  que  homem  pro- 
duziu essa  escola?  Nenhum.  Os  nomes  que  íiguram  por  aquellcs  tempos 
pertencem  unicamente  á  mathematica,  e  na  mathcmatica  espscialmente  á 
astronomia.  Ainda  assim  os  sabedores  conspicuos  neste  ramo  de  uma  vasta 
sciencia  eram  quasi  todos  judeus  e  vários  estrangeiros,  devendo-se  o  incre- 
mento que  ella  teve,  por  um  lado  á  superstição,  porque  se  cria  na  astro- 
logia; por  outro  lado,  á  ambição  porque,  jcá  muito  havia,  as  mentes  dos 
príncipes  volviam  ideias  de  descobrimentos  e  conquista.  Não  era,  pois, 
entre  nós  a  mathematica  mais  que  uma  enxertia,  uma  excepção  ou  antes 
uma  aberração  das  tendências  litterarias  do  país,  devida  a  causas  estranhas 
ao  caracter  da  organisação  social  deste,  e  por  isso  de  modo  nenhum  con- 
traria á  verdade  do  principio  estabelecido». 

«E  por  isso  que  a  monarchia  absoluta,  em  toda  a  parte  e  em  todo  o  tempo, 
em  que  se  não  converteu  em  tyrannia  bruta  e  feroz,  foi  sempre  intellectual, 
mas  de  uma  intellectualidade  perfumada,  macia  e  brilhante,  de  uma  intel- 
lectualidaãe  estéril,  porque  applicada  exclusivamente  ao  especulativo ;  intel- 
lectualidade de  sala,  de  theatro,  de  galeria,  de  púlpito,  de  foro ;  intelle- 
ctualidade boa  e  moral,  que  derrama  lagrimas  e  esmolas  sobre  os  miseráveis, 
mas  que  lhes  recusa  o  baptismo  da  instrucoão  material,  que  não  os  obriga 
a  trabalhar,  nem  os  pune  quando  elles  o  recusam,  nem  promove  o  aperfei- 
çoamento industrial  do  país,  contentando-se  de  uma  caridade  impotente 
porque,  em  vez  de  tomar  o  povo  por  alvo,  toma  o  individuo,  similhante 
áquelle  que,  em  cidade  devorada  de  sede,  em  vez  de  conduzir  para  lá  por 
aqueducto  perenue  as  aguas  caudaes  de  fontes  vizinhas,  andasse  ofFerecendo 
de  porta  em  porta  sorvetes  e  limonadas  de  cheiro  e  sabor  delicados; 
intellectualidade,  enfim,  de  privilegio,  que  põe  no  logar  de  instrucçâo  ne- 
cessária ao  commum  dos  homens,  a  que  serve  só  aos  homens  excepcio- 
naes,  e  chama-lhe  com  simpleza,  eomicameute  infantil,  instrucçâo  publica^ 
sem  que  ella  sirva  de  nada  ao  publico,  que  se  compòe  do  grande  numero 
das  massas  populares,  dos  homens  activos,  dos  agricultores  e  dos  indus- 
triaes,  dos  fabricantes  e  dos  mercadores,  e  não  dessas  classes  diminutas  em 
numero,  a  que  os  economistas  não  consentem  que  eu  chame  improduclivas, 
mas  que  pelo  menos  chamarei  semi-productivas. 

oE  por  isso  que,  considerando  attentamente  a  historia  da  instrucçâo  pu- 
blica entre  nós,  vemos  nella  as  tendências  exclusivamente  litterarias,  no 
sentido  restricto  desta  palavra. 


«A  questão  da  Escola  Polytechnica  e  do  Collegio  dos  Nobres  resume  e 
representa  a  questão  immensa  do  systema  de  instrucçâo  nacional  que  ha  de 
ser  e  da  instrucçâo  excepcional  que  foi  e  é ;  questão  entre  a  educação  e 
melhoramento  dos  agricultores,  dos  artiíices,  dos  fabricantes  e  a  propa- 
gação dos  causidicos,  dos  casuistas,  dos  pedantes;  questão  entre  o  trabalho 
e  o  ócio;  questão  entre  a  granja  e  o  coro  da  Sé;  entre  a  palheta  do  estam- 
pador  e  a  metaphora  do  sermão;  entre  a  machina  de  vapor  e  o  provará  do 
rábula.  Por  isso  ella  é  uma  grave  e  importante  questão. 

«Depois,  que  significa  num  país  constitucional  a  desigualdade  completa 
das  classes,  relativamente  ao  ensino  publico?  Com  que  razão  ou  justiça 
haverá  a  cargo  do  thesouro  estudos  custosos  para  os  legistas,  para  os  theo- 
logos,  para  os  militares,  para  os  médicos,  para  os  cirurgiões,  e  não  ha  de 
haver:  uma  granja-modelo  para  se  tornarem  consumados  na  sciencia  de 
agricultar  os  possuidores  de  grandes  propriedades  ruraes;  escolas  indus- 
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triaes  para  se  fazerem  insignes  em  suas  profissões  os  donos  ou  directores 
dos  grandes  estabelecimentos  d'industria8;  conservatórios  d'aríes  e  officioa 
para  o  aperfeiçoamento  dos  individuos  que  se  dão  ás  artes  fabris? 

«8ào,  porventura,  ilotas  os  homens  de  acção  e  espartanos  só  os  homens 
d'especulação?  São,  porventura,  aquelles  membros  inúteis  do  corpo  so- 
cial, e  estes  os  que  os  sustentam?  Sobre  cujos  hombros  pesa  o  maior  vulto 
dos  impostos  d'ouro,  de  trabalho  e  de  sangue?  E  que  obrigação  tem  a 
grande  maioria  dos  contribuintes  de  suarem  e  tressuarem  para  que  se  hajam 
de  conservar  os  grandes  estabelecimentos  da  chamada  iustrucção  superior, 
e  no  fim  terem  um  juiz  a  quem  pagam  pelas  contribuições  geraes  do  es- 
tado, um  advogado  a  quem  remuneram  da  sua  algibeira  quando  dell,e  pre- 
cisam, um  medico  que  os  sara  ou  mata  quando  lhe  dão  dinheiro?  E,  res- 
ponder-se-ha,  porque  a  sociedade  carece  da  existência  destas  classes. 
Convenho:  mas  não  carecerá  a  sociedade  de  lavradores,  de  fabricantes, 
de  artífices?  Eis  o  verdadeiro  ponto  da  questão,  que  é  representada  de  um 
lado  pelo  systema  antigo,  de  outro  pelo  moderno;  de  um  lado  pelo  Col- 
legio  dos  Nobres,  do  outro  pela  Escola  Polytechnica. 

«Livre  seja  para  os  individuos  cultivai-em  as  letras;  nobre  e  honroso  é 
tudo  quanto  nos  alevanta  da  terra:  mas  o  governo  de  um  país  não  é  uma 
academia  de  poetas  e  de  eruditos;  o  governar  um  país  é  o  feitorisar  uma 
grande  casa;  deve,  por  isso,  o  feitor  ser  positivo,  económico  e  severo  cal- 
culador. A  instrucção  publica  é  um  arroteamento ;  e  embora  na  terra  culti- 
vada de  novo  haja  um  cantinho  para  flores,  é  certo  que  as  searas,  as  pas- 
tagens, as  mattas  e  os  pomares  são  o  principal  objecto  dos  cuidados  de  um 
bom  administrador.  De  tudo  o  que  nas  sciencias  e  nas  letras  é  puramente 
iutellectual  se  compõe  o  jardim  da  republica;  mas  a  renda  delia,  os  fructos 
de  que  se  sustenta,  só  os  produzem  as  sciencias  applicaveis  e  applicadas. 

«Tudo  que  não  for  organisar  o  ensino  luicional  sob  a  influencia  deste 
pensamento,  é  não  entender  nem  a  sociedade,  nem  a  nossa  epocha,  nem  as 
circumstancias  peculiares  de  Portugal. 

«Digo  circumstancias  peculiares  de  Portugal,  porque,  além  das  conside- 
rações geraes  já  tocadas,  ha  uma  especialissima  e  de  grande  monta  que  nos 
diz  particularmente  respeito. 

«Vem  esta  a  ser  a  de  que  estamos  excessivamente  pobres;  triste  ver- 
dade, da  qual  abraçados  com  a  sombra  vã  do  que  fomos,  não  ha  ahi  voz 
que  valha  a  persuadir-uos.  Necessário  é  ao  pobre  o  ser  activo  e  industrioso, 
e  não  será  decerto  com  o  antigo  systema  de  iustrucção  que  o  povo  portu- 
guês progredirá  na  industria.  Quando  os  diamantes  e  o  ouro  do  Brazil 
vinham  inundar  Portugal  de  riquezas;  quando  D.  João  V  comprava  a  Roma, 
a  venal,  as  pompas  pontiíicaes  para  alegrar  seus  ócios;  quando  este  prín- 
cipe, emulo  de  Luiz  XIV,  incumbia  ás  artes  bastardas  e  corruptas  do  seu 
tempo  que  lhe  erguessem  a  magnifica  ninharia  de  jNIafra;  então  era  preciso 
entulhar  de  frades,  de  capellaes,  de  cónegos,  de  monsenhores,  de  princi- 
paes,  de  escribas,  de  desembargadores,  de  caturras,  de  rimadores  de  epi- 
thalamios  e  de  elegias,  de  oradores  academicamente  impertinentes,  o  inson- 
dável sorvedouro  das  inutilidades  publicas.  Como  d'outro  modo  devorar  as 
entranhas  da  America?  Esta  era  a  grande  industria  portuguesa  de  então; 
para  ella  se  deviam  affeiçoar  os  estudos.  O  thesouro  do  estado  substituía 
a  acção  dos  homens.  Com  agentes  espertos  para  vender  diamantes  na  Hol- 
landa  e  obreiros  hábeis  para  cunhar  ouro  nos  paços  da  moeda,  estavam 
suppridos  trabalhos,  iustrucção  popular,  actividade,  tudo.  Era  aquella  uma 
época  brilhante;  mas  passou.  De  quanto  possuíam  nossos  avós  só  nos  resta 
uma  tradição  saudosa,  o  arrasamento  industrial,  e  a  triste  realidade  da 
miséria  publica. 

«Cumpre-nos  acceitar  esta  com  hombridade,  isto  é,  resignados  e  resol- 
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vidos  a  recuperar  com  o  trabalho  o  que  perdemos  com  o  ócio.  As  conquistas 
não  voltarão  mais,  porque  já  nào  ha  novos  mundos  para  devastar,  e  as 
nossas  esperanças  devem  dirigir-sc  para  um  solo  fértil,  visitado  pela  benção 
de  Deus;  para  a  intelligencia  nacional,  de  que  a  providencia  nào  foi  es- 
caca comuosco. 

"Para  converter  aquelle  em  manancial  de  riqueza,  e  esta  em  instru- 
mento de  prosperidade,  é  mister  accommodar  ás  necessidades  presentes  o 
systema  de  instrucçâo  publica;  e  do  que  íiea  dito  me  parece  deduzir-se 
com  evidencia  que  o  actual,  nos  seus  caracteres  essenciaes,  é  inteiramente 
contrario  a  essas  necessidades. 

«A  consequência  deste  estado  de  cultura  intellectual,  falsa,  inapplicavel 
e  violenta,  é  que  as  muitas  esperanças  mentidas,  as  muitas  ambições  recal- 
cadas, todos  os  annos  arremessam  para  a  arena  dos  bandos  civis  cente- 
nares de  corações  generosos,  que,  insofiridos  ante  um  prospecto  de  miséria, 
86  arrojam  ás  lides  politicas,  para  perecerem  ou  prearem  no  cadáver  de- 
fecado do  património  da  republica. 

<iE  ainda  o  mal  seria  menor  se  ao  lado  desta  decepção  houvesse  alguma 
grande  verdade;  se  uma  escola  de  applicaeào  material  estivesse  patente 
á  juventude  entre  cada  dez  daquellas  em  que  se  ensinam  disciplinas  pura- 
mente litlerarias.  Ao  menos  havia  para  elia  a  escola!  Mas  não  acontece 
assim.  Para  os  mancebos  de  medíocre  engenho,  desprovidos  de  protecção 
e  iuhabeis  em  enredos  políticos,  sobre  o  ádito  da  instrucçâo  publica  em 
Portugal  está  escripto  um  distico,  invisível  aos  olhos  dos  desgraçados,  mas 
fatal,  immutavel  e  terrível,  o  distico  que  o  cantor  ghibelino  de  Florença 
escreveu  com  a  sua  pena  de  bronze  sobre  a  porta  do  inferno : 

Per  me  si  va  tra  la  perdida  gente : 
Lasciate  ogni  speranza  voi  cWintrate. 

«A  nossa  legislação  sobre  ensino  publico  é  pela  maior  parte  moralmente 
assassina,  e  os  seus  assassínios  vào  medidos  pelos  sonhos  de  Nero  e  reves- 
tidos do  caracter  de  Judas;  porque,  tomando  a  mocidade  inteira  como  um 
individuo,  ella  saúda  e  beija  as  victimas,  para  as  apunhalar  em  massa  nos 
seus  futuros  destinos. 

«O  que  elle  (o  homem  do  povo)  vos  agradecera  fora  que  o  habilitásseis 
com  os  elementos  das  sciencias  naturaes,  aecommodados  tanto  á  sua  ca- 
pacidade como  aos  seus  destinos;  que  lhe  revelásseis  os  conhecimentos 
applicaveis  á  vida  material;  que  lhe  ensinásseis  o  desenho  linear,  a  geo- 
metria pratica,  os  rudimentos  e  factos  importantes  da  physica,  da  chimica, 
da  botânica,  e  as  regras  geraes  de  hygiene  popular;  que  o  instruísseis  na 
doutrina  clara  c  simples  do  Evangelho,  para  nào  ser  um  idolatra  ou  um 
malvado-). 

A  propósito  do  Instituto  das  sciencias  physicas  e  mathematicas, 
creado  em  1835  por  Piodrilío  da  Fonseca,  escreveu  HEncuLANo: 

«Quanta  ignorância,  quanto  pedantismo,  quanto  medo  da  civilização 
havia  por  almas  curtas  e  rasteiras,  quanta  preguiça,  quanta  incapacidade 
havia  por  nossa  terra,  —  ludo  gemeu,  gritou  e  grasnou  insultos,  ponderações, 
reflexões  eruditas,  argumentadas,  suporiferas.  Foi  um  rebate  geral  em 
nome  do  digesto  e  dos  supinos,  dos  cânones  e  da  syntaxe  figurada,  da  exe- 
VoL.  VI  —  N.o  i  2 
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gese  e  dos  aíFectos  oratórios,  da  graça  efficaz  e  do  humano  capiti  cervicem 
pictor  equinam,  do  código  theodosiano  e  das  sorites  de  Genovesi. 

«Nâo  houve  remédio;  a  campa  caiu  sobre  a  pbysica,  a  chimiea,  a  botâ- 
nica, a  mathematica,  a  astronomia,  e,  em  cima  delias,  assentaram-se  remo- 
çados, alindados,  triumphantes,  o  digesto,  os  supinos,  os  cânones,  a  syntaxe, 
a  exegese,  os  affectos,  a  graça,  o  humano  capiti,  o  código  e  as  sorites. 
Então  as  cinzas  de  JoÃo  Pastrana,  do  padre  Alvares,  do  licenciado  Maktim 
Alho,  do  doutor  JoÃo  Façanha,  de  Cataldo  Siculo,  de  Jkronymo  Caiado 
agitaram-se  como  querendo  renascer  ávida,  e  do  fundo  dos  seus  sepulchros 
soou  uma  voz  sumida  que  dizia  —  Io  íriumphe!  io  triumpheln 

A  respeito  da  lei  de  17  de  novembro  de  1836,  referendada 
j3or  Passos  Manoel,  que  reformou  a  instrucção  secundaria 
a  qual  visava  a  fornecer  ás  grandes  massas  de  cidadãos,  que 
não  aspiravam  aos  cursos  superiores,  os  elementos  scienlificos 
e  technicos  indispensáveis  aos  usos  da  vida  no  estado  actual 
das  sociedades,  dizia  o  mesmo  eminente  escriplor: 

«Assim  mesmo  ella  foi  sophismada  e  inutilisada:  os  lyceus  nunca  se  or- 
ganizaram, e  o  latim  e  a  rhetorica,  encantoados  por  toda  a  parte  como 
dantes,  riem-se  da  lei  que  os  aposentava  nas  capitães  dos  districtos;  dia- 
riamente se  pedem  á  camará  dos  deputados  cadeiras  de  latim.  Parece 
que  os  agricultores  de  Portugal,  como  o  Triptolemo  de  Walter  Scott, 
pretendem  arar  e  cavar  pelo  systema  de  Vikgilio,  Columella  e  VarrÀo; 
que  as  tigna  hina  sesquiquipedalia  de  César  são  os  modelos  das  nossas 
construcçòes;  que  nas  tusculanas  de  Cícero  se  acham  as  receitas  necessá- 
rias para  estampar  chitas  ou  tecer  burel  e  saragoça;  que  na  historia  na- 
tural de  Plínio  se  encontram  todos  os  apontamentos  precisos  para  conhecer 
03  usos  domésticos  e  as  virtudes  medicinaes  das  plantas  do  nosso  país;  e 
que,  enfim,  na  Arn  amandi  de  Ovídio,  nas  poesias  de  Catullo  ou  no  Saty- 
ricon  de  Petronio  Arbitro  está  a  flor  e  nata  da  crença  no  nosso  Deus,  dos 
principios  da  nossa  moral,  dos  incentivos  do  nosso  amor  da  liberdade  e  da 
pátria ! 

•  "Foi,  de  facto,  depois  da  Revolução  de  Setembro  que  se  co- 
meçou a  entender  melhor  a  questão  da  instrucção  nacional; 
mas  com  muita  lentidão  e  embaraços  se  tem  caminhado,  e,  o 
que  é  peor,  com  uma  comprehensão  inexacta  dos  meios  de 
estudar  devidamente  as  sciencias  entre  nós. 


III 

Para  promover  trabalhos  scientificos  é  primeiro  que  tudo 
manifestamente  indispensável  proceder  por  forma  que  elles 
sejam  possivcis.  Não  bastam  homens  de  talento,  inlelligentes, 
sabedores,  <;om  gosto  pelos  estudos  sérios  e  vontade  firme  de 
se  consagrar  a  elles;  se  os  meios  de  trabalho  lhes  faltarem, 
nada  produzirão.  Isto  é  fatal. 
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A  verdadeira  (Hiltura  seicntifica  será  sempre  um  m\tho, 
quando  não  existirem  os  faclores  essenciaes  á  sua  elaboração. 
Quaes  esses  factores?  K  deste  |)onto  (|uc  me  vou  oceupar, 
sei^uindo  a  muito  lúcida  exposição  feita  já  ha  bastantes  annos 
pelo  professor  Louis  IIenrv. 

As  condições,  as  exigências  do  trabalho  e  pesquizas  scicnti- 
ficas,  são  de  duas  oi"dens  —  umas,  a  que  chamarei  inlellectuaes, 
outras  nialeriaes. 

«São  meios  intellectuaes  os  objectos  immediatos  de  estudo 
propriamente  dito,  isto  é,  as  collecções  de  revistas  e  periódicos 
scientiíicos,  as  memorias  e  os  livros.  Querer  trabalhar  sobre 
um  determinado  assumpto  sem  saber  o  que  já  foi  feito  e  está 
descoberto  nessa  direcção,  é  correr  o  risco  de  consumir  a  acti- 
vidade em  eíTeitos  estéreis,  com  os  quaes  nada  mais  se  poderá 
conseguir  (pie  encontrar  o  que  já  anteriormente  foi  feito  e  ser- 
vir-lhe  de  confirmação;  seria  (piasi  perder  o  tempo.  Imp&e-se, 
portanto,  que  as  faculdades  disponham  de  bibliolltecax  bem 
sortidas  de  livros  e  periódicos,  e  que  assignem  e  tenham  em 
dia  as  revistas  scientificas  importantes,  Não  quer  isto  dizer  que 
o  professor  digno  deste  nome  não  tenha  a  sua  bibliotheca  pri- 
vativa com  os  hvros  de  uso  mais  frequente;  mas  ha  obras  de 
consulta  necessárias  para  este  ou  aquelle  trabalho  a  dii'igir  ou 
a  i"ealisar,  que  só  as  boas  bibliotliecas  devem  ter  e  fornecer». 

Mal  iria  a  um  homeui  de  sciencia  português,  que  deseja  co- 
nhecer a  bibliographia  dum  assumpto  scientifico,  ter  de  fazer 
uma  viagem  a  uma  universidade  francesa,  allemã  ou  italiana, 
para  consultar  as  revistas  de  especialidade  e  o  que  ha  já  feito 
sobre  um  determinado  assumpto. 

Esta  miséria,  outro  nome  não  tem,  é  real  entre  nós,  chgamo-lo 
clara  e  explicitamente. 

A  posse  destes  meios  intellectuaes  quasi  se  limitam  as  exi- 
gências das  mathematicas  puras  e  de  todas  as  sciencias  abstra- 
ctas, cujo  objecto  immcdiato  não  é  a  matéria.  No  meio  dos 
embaraços  e  das  difficuldades  do  trabalho  experimental  é  esta 
uma  situação  privilegiada,  que  é  para  invejar  ao  nosso  eminente 
Reitor,  dr.  Gomi:s  Teixeira  e  aos  seus  collegas  da  secção  de 
mathematicas  puras. 

«Mas  as  sciencias  naturaes  ou  meramente  passivas,  repousando 
sobre  a  observação,  ou  activas,  tendo  por  base  a  experiência, 
reclamam,  além  dos  livros,  outros  instrumentos  de  estudo. 
Vivem  estas  sciencias  de  ideias;  repousam,  porém,  sobre  factos; 
e  as  faculdades  teem  de  proporcionar  aos  professores  que,  por 
dever  de  cargo,  se  occupain  destas  sciencias,  os  meios  maleriaes 
do  trabalho  scientifico. 
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«Para  as  sciencias  naluraes  proprianienle  ditas  são  neces- 
sárias, primeiro  que  tudo,  coUecçòes  tão  completas  quanto  pos- 
sível, pelo  menos  dos  objeclos  importantes  e  caracterislicos. 
^"ão  pode  a  historia  natural  ser  ensinada  como  a  historia  poli- 
tica. Para  fazer  conhecer  o  que  é,  o  melhor  meio  é  mostrar  os 
objectos;  a  descripção,  por  mais  perfeita  que  seja,  fica  sempre 
abaixo  da  apresentação  delles.  As  collecções  são  a  base  de 
ensino,  quer  para  o  professor,  quer  para  o  alumno;  e  são  o 
objecto  immediato  e  indispensável  para  aquelle,  O  naturalista 
só  conhece  bem  o  que  elle  mesmo  viu  de  perto,  o  que  observou 
e  tocou  com  as  mãos. 

«Para  toda  a  gente,  mas  principalmente  para  aquelles  que  se 
occupam  das  sciencias  cxpciimentaes,  são  indispensáveis  locaes 
apropriados  aos  estudos  práticos  —  o  cjue  se  chama  laboratórios. 

«Os  laboratórios  devem  ser  convenientemente  installados;  o 
-professor  (jue  ahi  vive  a  maior  parte  da  sua  vida,  deve  encontrar 
nelle  ar,  luz  e  espaço  sufficientes,  para  resguardo  da  sua  saúde, 
no  estudo  serio  e  aprofundado  dos  phenomenos  naluraes.  Não 
precisamos,  nem  podemos  exigir,  edifícios  sumptuosos,  como 
aquelles  que  se  teem  levantado  em  alguns  países;  mas  devem 
dar-nos  os  locaes  espaçosos  e  em  condições  de  tornar  fácil  o 
trabalho  experimental. 

«Devem  estes  laboratórios  dispor  de  uma  dotação  sufficiente; 
pretender  trabalhar  sem  os  recursos  necessários  é  o  mesmo  que 
pretender  exercer  uma  arte  sem  as  fei"ramentas  indispensáveis: 
—  é  querer  o  impossível.  Poucos  ti-abalhos  referentes  ás  scien- 
cias physicas  poderão  ser  hoje  proveitosamente  emprehendidos 
sem  um  certo  apparato  instrumental. 

«Ao  laboratório  deve  estar  consignado  o  pessoal  sn^cienic  de 
ajudantes,  assistentes,  collaboradores  e  preparadores,  prati- 
cantes e  serventes.  O  professor  não  pode  nem  deve  fazer  tudo. 
Nas  sciencias  experimentaes  o  trabalho  scientifico  comprehende 
o  pensamento  chrigente  e  a  sua  realisação  material;  esta  é,  na 
maior  parte,  longa  e  laboriosa ;  seria  pouco  próprio  da  digni- 
dade de  uui  investigador  ou  de  um  sábio,  ou  ter  em  pouca 
conta  o  valor  do  seu  tempo,  executar  elle  próprio  muitas 
operações  que  o  pessoal  subalterno  pode  e  está  habituado  a 
fazer,  e  que  não  melhorariam  a  sua  habilidade  experimental. 
A  razão  da  fecundidade,  que  por  vezes  nos  assombra,  de  certos 
homens  de  sciencia  estrangeiros  está  justamente  em  que  os 
seus  laboratórios  não  estão  desertos,  em  que  elles  não  se  en- 
contram sós,  mas  que  a  seu  lado  trabalha  gente  nova,  ávida  de 
saber,  animada  pelo  enthusiasmo  communicativo  dos  mestres, 
c  ajudando-o  a  realizar  o  seu  pensamento». 
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O  numero  de  assistentes  para  coadjuvar  os  alumnos  nos  tra- 
balhos práticos  deve  ser  proporcionado  ao  numero  delles,  para 
que  o  ensino  valha. 

No  Conjj^resso  de  chimica  applicada,  que  se  realisou  em 
Turim   em   setembro   de    1903,   o  professor  Cannizzaro,   disse: 

«Sem  o  auxilio  e  a  cooperação  de  assistentes  em  numero 
sufficiente,  é  impossível  que  os  alumnos  adquiram  a  technica 
necessária  aos  futuros  trabalhos.  Por  este  lado,  resente-se,  de 
um  modo  particular,  a  mesquinhez  das  dotações  annuaes  dos 
laboratórios,  aos  quaes  pouquíssimo  ajudam  as  propinas  pagas 
pelos  alumnos. 

«Eu,  velho  mestre  de  Escola,  sei  por  experiência  que,  se 
confiardes  mais  de  25  alumnos  a  cada  assistente,  a  vossa  escola 
não  dará  proveito.  Esta  questão  dos  assistentes  deve-se  recom- 
mendar  de  modo  muito  particular  ao  governo». 

Gn.BERT,  o  celebre  professor  da  Universidade  de  Lovaina,  pro- 
feriu um  dia  as  seguintes  judiciosas  palavras: 

«Um  laboratório  de  chimica,  de  physica,  de  mineralogia,  é 
hoje  em  dia  uma  officina  de  precisão,  na  qual  as  investigações 
exigem  apparelhos  que  custam  caro,  pessoal  intelligente  e  ades- 
trado, coisas  estas  também  dispendiosas;  mas  a  dignidade  do 
ensino  e  os  progressos  da  sciencia  dependem  delias.  Toda  a 
instituição  digna  deste  nome,  ciosa  de  se  conservar  á  altura  da 
sciencia  e  mesmo  de  contribuir  para  as  suas  descobertas,  deve 
saber,  á  custa  de  grandes  saci"ificios,  dotar  largamente  os  seus 
laboratórios  e  as  suas  collecçõés.  Se  intende  que  isto  custa 
muito  caro,  poderá  produzir  sonhadores  e  fazer  commercio  de 
diplomas;  mas  não  tem  o  direito  de  fallar  de  sciencia». 

Fechar  ao  homem  de  sciencia  os  laboratórios,  ou  não  os  dotar 
sufficientemente,  é  condemna-lo  á  esterilidade,  é  estancar  a  sua 
actividade.  Pretender  dar  bom  ensino  scientifico  sem  esses 
meios  —  é  querer  edificar  sobre  areia. 

Carecem  as  nações,  disse  uma  vez  Berthelot,  de  fornecer  aos 
professores  do  seu  ensino  superior  e  aos  investigadores  os  re- 
cursos necessários  para  o  seu  trabalho  e  descobertas. 

Mas  precisam  também  de  retribuir  os  seus  serviços  de  modo 
a  que  elles  possam  considerar  resolvido,  embora  modestamente, 
o  problema  da  sua  vida,  a  salvo  de  preoccupações  materiaes, 
de  sorte  que  possam  dedicar-se  por  completo  ás  suas/uncções. 
É  assumpto  capital,  mas  em  que  não  insistimos;  apenas  con- 
signaremos {[ue  o  nosso  professorado  superior  está  miserrima- 
mente  retribuído,  e  sem  nenhuns  estímulos  para  o  trabalho. 

E  ainda  tudo  não  está  feito.  E  preciso  modificar  o  meio  so- 
cial, illustrando-o  e  interessando-o  no  sentido  de  reconhecer  a 
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necessidade  dos  tral)alhos  experimcntaes  e  a  importância  dos 
laboratórios  paia  todas  as  ordens  de  vida  e  de  prosperidade  na- 
cional. O  que  distingue  hoje  as  nações  cultas  das  incultas  é 
justamente  este  apreço  á  vida  do  laboratório  e  aos  seus  heroes. 

Mos  países  que  nos  devem  servir  de  modelo  não  lia  só  sole- 
nniidades  lilterarias,  ou  assembléas  politicas;  e  nas  praças  pu- 
blicas não  se  levantam  só  estatuas  a  grandos  cabos  de  guerra,  a 
artistas,  litteratos  e  políticos;  celebram- se  em  toda  a  parte  os 
grandes  homens  de  sciencia,  que  fazem  a  gloria  e  o  ascendente 
da  sua  pátria. 

É  preciso  ainda  que  se  estimule  o  trabalho  scicntifico  por 
meios  adequados:  —  quer  por  concursos  com  prémios  sobre 
questões  propostas  cjue  involvam  investigações  e  trabalho  de 
laboratório;  quer  pela  creação  de  prémios  ou  recompensas  es- 
peciaes  a  trabalhos  já  feitos  e  publicados;  quer  conferindo 
subsídios  ou  bolsas  para  animar  trabalhos  originaes  a  fazer  ou 
a  concluir,  dentro  ou  fora  do  país. 

Lembrando  estes  meios,  não  insisto  sobre  elles,  para  não 
allongar  demasiado  esta  oração. 

IMas  é  indispensável  que  a  todos  estes  elementos  attenda 
quem  pretender  resolver  o  problema  de  modo  que  não  continue 
a  alluvião  ou  legião  dos  doutores  politicantes  e  improductivos, 
de  que  fallava  Herculano. 

IV 

Senhor  Ministro, 

Vae  adiantada  a  hora  e  é  tempo  de  terminar;  por  de  mais 
tenho  occupado  a  vossa  attenção. 

Perniitti-me  que,  antes  de  findar  vos  assevere  que  nunca  po- 
deria ser  meu  intento  aproveitar  esta  occasião  solemne  para  vos 
expor  algumas  deficiências,  que  as  tem,  a  nova  reforma  dos  es- 
tudos. Se  assim  fizesse,  corresponderia  mal  á  subida  honra  que 
nos  destes  vindo  aqui.  Sei  aliás  os  intuitos  levantados  e  nobres 
do  estadista  que  a  promoveu.  A  occasião  é  de  congratulações. 
Os  intuitos  de  todo  o  corpo  docente  desta  Universidade,  posso 
com  aííoiteza  dize-lo,  são  collaborar  com  o  Governo,  com  sin- 
ceridade, lealdade  e  boa-vontade,  no  resurgimento  dos  ramos 
de  instrucção  publica  aqui  professados.  Está  na  nossa  tiadicção, 
e  é  nosso  dever,  solicitar  o  aperfeiçoamento  do  ensino;  conti- 
nua-lo-hemos.  Esta  zona  do  norte  do  país,  onde  a  população  é 
mais  <lensa,  e  onde  a  industria  agrícola  e  outras  teem  já  desen- 
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volvimento,  carece  por  certo  que  aqui  se  ministre  o  ensino 
apropriado  e  fecundo:  a  Faculdade  tcchiiica,  ou  de  sciencias 
ap[)licadas,  visando  a  esta  caracterislica  regional,  carece  orga- 
nisar-se  sem  demora  em  moldes  scientificos,  priílicos  e  utilitá- 
rios, tendo  uma  solida  base  de  estudo  de  chimica  abdicada  á 
industria  e  á  agricultura. 

Se  aqui  patenteei  a  nossa  deficiência  de  producção  scienti- 
fica,  não  foi  para  infundir  desanimo,  mas  para  sanar  o  mal  e 
levantar  o  espiínlo  publico.  Se  a  Itália,  para  entrar  decedida- 
mente  no  convivio  das  nações  cultas  e  fomentar  a  sua  riqueza 
publica  e  o  seu  desenvolvimento  industrial,  curou,  antes  de 
tudo,  de  aperfeiçoar  o  seu  ensino,  e  especialmenle  o  universi- 
tário, e  conseguiu  o  seu  fim;  se  a  nossa  visinba  Hespanba  vê 
crescer  dia  a  dia  a  sua  producção  scientifica  nacional,  e  melhorar 
os  productos  das  suas  fabricas,  depois  que,  perdidas  as  coló- 
nias, reconheceu  que  a  sua  regeneração  só  lhe  podia  advir  da 
cultura  scientifica,  fonte  viva  do  aproveitamento  das  energias 
naturaes;  se  o  Japão,  que  durante  séculos  permaneceu  sumido 
num  somno  pi"oíundo,  accordou,  enchendo  de  assombro  o 
mundo,  mercê  da  cultura  das  sciencias;  se  vivem  felizes  e  ro- 
deados da  consideração  universal  essas  pequenas  nações  da 
Escandinávia,  onde  a  sciencia  tem  altares  e  valorosos  e  illustres 
adeptos;  — porque  não  havemos  nós  de  levantar  a  nossa  men- 
talidade decadente,  e,  por  assim  dizer,  atrophiada,  e  alcançar  a 
nossa  regeneração  moral  e  económica,  desde  que  os  homens  de 
estado,  illustrados  e  intelligentes  como  vós,  orientem  devida- 
mente a  causa  da  instrucção  nacional  e  fomentem  a  sério  a 
cultura  scientifica? 

Por  mim  creio  confiadamente  no  êxito  desta  tentativa,  porque 
a  raça  portuguesa  se  tem  mostrado,  sempre  e  em  todos  os 
tempos,  nobre,  intelligente  e  tenaz  nos  seus  emprehendimentos. 


V 

Mancebos  estudiosos  que  me  ouvis, 

Permitti-me  que  vos  recorde  alguns  factos  interessantes  que 
respeitam  aos  grandes  homens  de  sciencia,  que  esthes  habituados 
a  admirar. 

Numa  festa  que  ha  vinte  sete  annos,  em  abril  de  1884,  cele- 
brou a  Universidade  de  Edimburgo  em  honra  de  Pasteur,  este, 
dirigindo-se    aos    alumnos,    disse:    «Desde    que    me    conheço 
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homem,  penso  nunca  me  ter  abeirado  de  um  estudante  sem 
lhe  dar  este  conselho:  Trabalhe,  porfie;  só  o  trabalho  nos  en- 
tretém e  dislráe  verdadeiramente,  e  só  elle  aproveita  ao  cidadão 
e  á  pátria». 

Uamon  V  Cajal,  o  grande  professor  e  histologista  gespanhol, 
disse  também:  «Hoje  só  são  toleradas  as  nações  pequenas  com 
a  condição  de  nellas  se  render  culto  á  sciencia.  Façamos  como 
a  Bélgica,  a  Suissa  e  a  Hollanda,  Abandonemos  todo  o  sonho 
de  conquista,  todo  o  pensamento  de  grandeza  militar;  reconhe- 
çamos que  para  isso  não  servimos.  Trabalhemos!  Porque  assim 
nos  não  hão  de  sacrificar.  E  não  nos  sacrificarão  em  nome  de 
nenhum  principio  moral,  mas  sim  no  de  uma  regra  egoisla, 
tacitamente  acceita  por  todos  os  povos  superiores,  e  ap])licada 
principalmente  ás  nações  primitivas  da  Ásia  e  da  Africa:  a  de 
considerar  como  illcgitimo  o  direito  á  vida  a  toda  a  raça  que 
não  tenha  collaborado  no  progresso  scientifico  e  não  tenlia  sa- 
bido, por  essa  collaboração,  fonte  de  riqueza  e  bem  estar,  fazer-se 
estimar  e  respeitar  pelas  outras  nações». 

E  Ferreira  Lapa,  em  1870,  o  homem  illustre  entre  os  que 
mais  o  foram  neste  país,  o  creador  da  agronomia  scientiíica 
nacional,  proclamava  por  sua  vez  esta  verdade,  que  oxalá  fosse 
ha  mais  tempo  bem  conhecida :  «No  grémio  dos  povos  civilisados 
só  são  contados  e  considerados  os  países  que  saibam  tirar  par- 
tido, por  meio  da  sciencia  e  do  trabalho,  das  suas  condições 
naturaes». 

Mancebos,  para  quem  esta  (esta  é  principalmente  destinada, 
vós  que  deveis  ser,  que  sois,  a  alegria,  a  esperança,  a  genero- 
sidade, ouvi  também  a  minha  voz,  que  por  não  ser  tão  aucto- 
risada,  não  é  menos  sinceia :  sede  diligentes,  activos;  o  tra- 
balho faz  parte  da  felicidade;  procurai  por  elle,  auxiliando  os 
vossos  mestres,  levantar  a  pátria  connnum  pela  cultura  das 
sciencias. 

Disse. 
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INTOTAS 


Pag.  190  —  Nuiíica  nota  publicada  nos  Comptes-revdus  de  VAcadémie  des 
Sciences,  de  Paris,  t.  lxvii  (I8()8,  21  sept),  pag.  597-G14,  sob  o  titulo  — 
Reinarques  s?y  Vaffinité,  Dumas  dá  conta  dos  trabalhos  chiinicos  de  Nkwton 
e  das  suas  ideias  sobre  a  affinidade.  Esta  nota  está  transcripta  nas  Leçona 
de  Chimie,  de  Alfked  Riche,  Paris,  1878,  t.  i,  pagg.  704-724. 

Pag.  200.  —  As  ideias  de  muitos  dos  homens  da  Revolução  a  respeito  da 
cultura  scientiflca  eram  retrogadas  e  obscurantistas.  Foukoroy,  que  investia 
contra  as  «gothicas  universidades»,  tinha  a  apoia-lo  um  Jean-Bon  Saint- 
André,  um  CoFFiNHAL  c  outros  (Berthklot,  La  Révolution  chimique  — 
Lavoisier,  pagg.  18,  119,  194,  197,  198,  200,  204  e  205).  No  artigo  sobre  o 
Centenário  da  sociedade  philomatica,  Berthelot  refere- S8  não  somente  a 
BouQuiER  e  l^^ouRCROY,  couio  tambcm  a  Sieyès,  Daunou  e  Bourdon,  de  espi- 
rito tão  obcecado  que  desconheciam  a  utilidade  da  cultura  geral  e  das 
sciencias  em  particular  para  manter  o  prestigio  moral  e  a  força  material 
das  sociedades  (Berthelot;  Science  et  morale,  pagg.  85,  223-225). 

Pag.  200.  —  Sem  estarmos  de  accordo  com  as  doutrinas  philosophicas 
de  Bertheiot,  em  que  a  sciencia  é  elevada  á  altura  duma  metaphysica  e 
duma  religião,  é  de  rigor  affirmar  que  nas  suas  obras  Science  et  morale,  Science 
et  livre  pensée,  Science  et  éducation,  e,  dum  modo  menos  dogmático  e  mais 
verdadeiro,  na  Science  et  philosophie,  o  grande  mestre  faz  a  apreciação 
exacta  dos  benefícios  que  a  sciencia  trouxe  ao  mundo  moderno.  No  sen  no- 
tável artigo  com  o  titulo  —  Le  crédit  de  la  science  (publicado  em  La  Revue 
scientifiqne,  de  1  de  novembro  de  1902),  e  no  seu  prefacio  á  Bible  de  Vhu- 
manité,  de  Michelet,  SullyPrudhomme  mostra  quanto  é  exagerado  e  erróneo, 
considerar  a  sciencia  como  único  meio  de  attingir  a  verdade  e  como  factor 
único  dos  sentimentos  de  confraternidade  universal.  Parece-me  mais  con- 
forme com  a  realidade  adoptar  a  formula  de  Pasteur,  na  apreciação  dos 
phenomenos  moraes  e  da  consciência  religiosa.  Vejam-se  Valleky-Radot, 
La  vie  de  Pasteur,  pag.  360;  o  livro  de  Renan,  L'avenir  de  la  science, 
pagg.  9Õ-96;  e  os  intessantes  excerptos  dos  discursos  de  Pasteur  sobre 
a  methodologia''scientifíca  e  os  limites  da  sciencia  em  Gay  (Jules),  Lectures 
scientijiques  \  Physiqiie  et  chimie ;  2.e  ed.,  Paris,  190G,  particularmente  pagg. 
776,  794  e  796.  Neste  mesmo  livro  está  a  citação  de  Galileu,  pag.  753. 

Pag.  201.  —  A  importância  da  industria  chimica  allemã  está  elegante- 
mente tratada  no  livro  de  Jules  Huret,  En  Âllemagne  —  Rliin  et  Weste- 
phalie,  Paris,  1907,  pag.  106.  O  meu  collega  sr.  prof.  Casares  Gil,  da  Univer- 
sidade Central  de  Madrid,  cita  este  livro  no  seu  Discurso  inaugural  de  la 
seccion  5."  dei  tercer  Congreso  de  la  Asociación  Espaíiola  para  el  progresso 
de  las  ciências  {El  Monitor  de  Farmácia,  n."  569,  de  15  de  julio  da  1911, 
pagg.  305-311). 

Pag.  202.  —  A  citação  de  H.  Poincaré  é  do  seu  livro  —  La  valeur  de  la 
science,  pag.  165. 

Pag.  204. —  Sobre  a  influencia  pacificadora  da  sciencia,  veja- se  Vallery- 
Radot,  La  vie  de  Pasteur,  pag.  552. 

Pag.  205.  —  A  phrase  de  Berthelot,  muitas  vezes  citada  :  "La  science 
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est  la  hienfaitrice  de  Vlmmanitén  foi  por  elle  proferida  em  resposta  aos  dis- 
cursos e  congratulações  que  lhe  foram  dirigidos  em  24  de  novembro  de 
1901,  por  occasiào  das  festas  do  seu  quinquagenario  scientifico  —  {Science 
et  livre  pensée,  pag.  405). 

Pag.  205.  —  Sobre  as  causas  de  esterilidade  da  cultura  scientifica  em 
Hespanha  são  dignas  de  ler-se  as  notáveis  publicações  do  nosso  eminente 
eollega  e  amigo  sr.  prof.  Jmsé  R.  Cakracido,  director  da  Faculdade  de  Phar- 
macia da  Universidade  Central  de  Madrid,  a  saber :  El  problema  de  la  in- 
vestigación  cientifica  en  Espana,  Madrid,  1911  (Conferencia  feita  no  Con- 
gresso de  Granada,  de  1911,  na  Associação  hespanhola  para  o  progresso 
das  sciencias,  e  Estado  actual  das  sciencias  physico-chimicas  em  Hespanha,, 
com  que  abre  o  vol.  iii  (1907)  da  Revista  de  chimica  pvra  e  applicada.  E 
impressionante  também  o  seu  discurso  proferido  no  Senado  hespanhol  em 
25  de  novembro  de  1910,  em  replica  ao  antigo  ministro  sr.  Rodrigues 
San  Pedro.  Sobre  os  trabalhos  notáveis  de  homens  de  sciencia  de  Hespanha 
no  periodo  áureo  da  sua  grandeza  —  como  Acosta,  Medina  e  o  abbade 
Alonso  Barba,  merece  ser  lido  o  seu  discurso  de  recepção  na  Real  Aca- 
demia hespanhola,  intitulado  Valor  de  la  literatiira  cientifica  hispano- ame- 
cana,  Madrid,  1908. 

Pag.  205.  —  Na  sua  Histoire  de  la  chimie,  2^  ed.,  Paris,  1869,  t.  ii, 
pagg.  305-311,  Ferdinand  Hoefer  dá  conta  da  obra  metallurgica  de  Alonso 
Barba.  Na  sua  Métallurgie  de  Vargent,  Paris,  1885,  pagg.  209-285,  C.  Rosvag 
refere-se  também  á  obra  do  sábio  ecelesiastico  hespanhol.  (O  livro  de 
Rosvag  faz  parte  da  Encyclopédie  cliimique,  de  Fremy^  t.  v,  2^  partie,  Mé- 
tallurgie, 7e  cahier). 

Pag.  206.  —  Um  extracto  do  discurso  do  prof.  Icilio  Guareschi  na  inau- 
guração do  monumento  a  Avogadro  em  Turim,  em  que  elle  se  refere 
ao  papel  da  imaginação  nas  descobertas  scientificas,  encontra-se  em  Uin- 
dustria  chimica,  Torino,  anno  xi^  n.»  19,  10  octobre  1911,  pag.  300:  cha- 
mando a  AvoGADRo  verdadeiro  poeta  da  sciencia,  approxima-o  de  Dante  e 
Galileo,  Newton  e  Shakespeare,  Kepler  e  Goetue,  verdadeiros  génios 
creadores,  e  que  o  tempo  não  faz  senão  tornar  cada  vez  mais  gigantes  e 
tornar  o  seu  nome  mais  fulgente».  O  sr.  prof.  Carracido  tinha  antes  de 
Guareschi  proferido  no  Congresso  de  Granada  as  seguintes  formosissimas 
phrases :  «  Y  hasta  me  atrevo  a  sostener  que  en  el  vasto  sistema  de  las  invés- 
iigaciones  fisicas  de  Lord  Kelvin,  y  eu  el  de  las  investigaciones  químicas  de 
FiscHER  para  descubrir  y  coordenar  los  elementos  que  los  forman,  intcrvino 
la  fantasia  en  grado  no  menor  que  en  las  obras  de  Suakespeare  y  de  Goethe 
2}ara  crear  y  poner  en  accion  los  personages  de  las  obras  de  estos  calosos  de 
la  poesia». 

Pag.  206  a  209. — As  opiniões  de  Alexandre  Herculano  sobre  os  defeitos 
de  que  padeceu  durante  largo  tempo  a  instrucção  publica  nacional  encon- 
tram-se  no  vol.  viii  dos  seus  Opúsculos,  Lisboa,  1901,  pagg.  56-7G,  quando 
se  occupa  «Da  Escola  Polytechnica  e  do  Collegio  dos  Nobi-es».  Foram  ar- 
tigos iiublicados  em  1841,  em  defesa  da  Escola. 

Pag.  209.  —  Sobre  a  creação  do  ephemero  Instituto  das  sciencias  phy- 
sicas  e  mathematicas,  e  a  sua  organisaçào  pode  ver-se  a  Historia  dos  esta- 
belecimentos scientificas,  litterarios  e  artísticas  de  Portugal  nos  successivos 
reinados  da  Monarchia,  por  J.  Silvestre  Ribeiro,  t.  vii,  Lisboa,  1878, 
pagg.  230,  232  e  233  e  335-346. 
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Pag.  210.  —  Os  preliminares  do  decreto  de  17  de  novembro  de  1836, 
que  reformou  a  instrucção  secundaria,  começam  assim :  «Attendendo  a  que 
a  instrucção  secundaria  é  de  todas  as  partes  da  instrucção  publica  aquella 
que  mais  carece  de  reforma,  porquanto  o  systeina  actual  consta  na  maior 
parte  de  alguns  ramos  de  erudição  estéril  (sid),  quasi  inútil  para  a  cul- 
tura das  sciencias,  e  sem  nenhum  elemento  (sic!)  que  possa  produzir  o 
aperfeiçoamento  das  artes  e  os  progressos  da  civilização  material  do  país; 
attendendo  a  que  não  pode  haver  illustração  geral  proveitosa,  sem  que  as 
grandes  massas  dos  cidadãos»),  etc. 

Pag.  211.  —  O  sr.  prof.  Louis  Henry  é  o  mestre  eminen,te  da  chimica 
pura  na  Bélgica  e  o  seu  representante  mais  auctorisado.  E  membro  cor- 
respondente do  Instituto  de  França  e  sócio  honorário  da  Sociedade  chi- 
mica da  Bélgica  A  conferencia  que  elle  fez  em  22  de  abril  de  1S79,  na 
assembleia  geral  da  Sociedade  scientifica  de  Bruxellas,  é  de  data  já  an- 
tiga, de  ha  23  annos;  comtudo  exprime  de  um  modo  actual,  e  com  clareza 
e  precisão  notáveis,  as  exigências  da  cultura  scientifica,  a  ponto  de  a  ada- 
ptarmos á  nossa  exposição  sem  sensíveis  alterações.  O  titulo  da  conferencia 
do  prof.  Henry  é:  De  ia  science  et  des  conditions  du  travail  scientifique  au 
poinl  de  vue  des  universités  cathoUques  et  de  la  Société  scientifique  de  Bru- 
xelles;  Bruxellas,  1879;  1  op.  de  2Í  pag. 

Pag.  213.  —  As  palavras  de  Cannizzaro  a  respeito  dos  assistentes  estão 
reproduzidas  na  Revista  de  chimica  pura  e  applicida,  t.  vii  (1911),  pag.  90, 
e  na  Chimica  inorgânica  de  Pollacci,  t.  ii,  pag.  xii. 

Pag.  215.  —  As  ideias  de  Ramon  y  Cajal  estão  consignadas  em  excerpto 
na  Rovista  de  chimica  pura  e  applicada,  t.  vii  (19 il),  pagg.  104-lOfj;  e  as 
de  Ferreira  da  Lapa  na  1.^  conferencia  que  faz  parte  do  Relatório  da 
viissâo  agrícola  na  provinda  do  Minho  no  anno  de  1810.  (15  de  agosto  a 
15  de  setembro).  Lisboa,  1  vol.  in-^." 


ANALOGIES  DANS  LA  COURBURE  DES  COURBES 
ET  DES  SURFACES  DU  SECOND  ORDRE 


PAR 


M.  C.  Servais 

Professeur  à  TUniversité  de  Gand 


§1 

1.  NoTATiONS.  On  designe  par 
M  un  point  d'une  conique  !il, 

m.  Mi  la  tangente  et  la  normale  en  ce  point, 

Ml  le  centre  de  courbure  de  S  au  point  M, 

Q  un  point  quelconque  de  Ia  tangente  m, 

q  la  polaire  de  Q  relativenient  à  S, 

q\  la  conjuguée  normale  de  y, 

S  un  point  quelconque  du  plan  de  la  conique, 

Qi  le  point  (mi,  qC), 

Sg  le  point  d'intersection  de  nii  avec  la  parallèle  menée  par  S 

a  la  droite  q, 
S„,  le  point  d'intersection  de  m^  avec  la  parallèle  menée  par  S 

a  la  droite  q{, 
A  la  trace  de  la  tangente  m  sur  Taxe  de  symétrie  «i, 
B  la  trace  de  la  tangente  m  sur  Taxe  de  symétrie  ^i, 
D  le  point  \\  rinfini  de  la  tangente  m, 
P  le  pôle  de  la  normale  mi. 

2.  Q,  R,  S  étant  Irois  points  quelconques  de  la  tangente  m  au 
point  M  d'une  conique  Z,   Mj  le  centre  de  courbure  au  point  M, 

MM.=S„S,|^. 
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Les  droites  (</!,  ri,  si, )  corresponclant  aux  points  de  la 

ponctiielle  (Q,  R,  S, )  envcloppent  une  parabole  tangente 

aux  droites  w  et  mi  aux  points  V  et  Mi,  et  on  a 

(M  Ml  Q.  Ui  S, )Ã(P     M     Q   R    S     ) 

(P   M     Q    R     S     )y\(nn    ?n     q      r     s       ) 

{mi  m     q     r     s      )  /\  (S^,,  Sm,  Sç,  Sr,  S*, )  . 

Or 

Ss,  ^  Si  ,    S^j  ^  IM  ,    Sm,  =  ^ 

on  a  donc  les  ponctuelles  projectives 

(M  Ml  Qi  Ri  S, )  Ã  (Í^I  ^  S5,  Sr,  Si ) 

dont  les  élémenls  doubles  sont  M  et  Si ;  par  suite 

(MSiQ,  S^,)=^(MSiMi^) 
ou 

(MSçjQiSi)  =  (MooMi  S,) 


(}) 


en  développant 

MM        S    S     MQi  MQ 

Si  Q  =  D  on  a 

M  Ml  =  Sd.  S,  .  (2) 
On  a  aussi 

S5,  Si  =  S^,  Srf,  +  S(/,  Si  =  Sq^  S(i,  +  M  Ml 
donc 

MMi=3(Sg,Srf,  +  MMi)^^ 

ou 

MMi==S„S,,^. 

On  a  de  mènie 

MMi  =  S,,Srf,-^. 


(•)  C.  Servais,  La  courbure  et  la  torsion  dans  la  collinéation  et  la  réci- 
procilé  (Mémoiíes  de  rAcadémie  royale  de  Belgique,  1898,  p.  39). 
(2j  RiBAucoDR,  Nouvelles  Aunales  de  Mathématiques  (2;,  vn,  p.  172. 
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De  ces  égalilés  on  déduit 


ou 


M  Q  .  M  R 


S  M  .  Q  R 

formule  qui  renfernie  les  precedentes. 

3.  Par  tout  point  S^,  de  nn  on  mène  une  parallèle  a  l'axe  de 
symétrie  ai;  celte  parallèle  coupe  m  en  un  point  designe  par  Q'; 
on  a,  S  étant  sur  ?« 

(MMiQ, )7\(M«dQ' ) 

ces  ponctuelles  sont  perspectives,  donc  la  droile  Qi  Q'  passe 
par  un  point  íixe  F.  Ainsi : 

Si  S  est  un  point  five  de  Ia  tangente  ni,  Q  un  point  variable 
de  la  nume  droite,  les  perpendiculaires  abaissíes  des  points  S  et  Q 
sur  la  polaire  de  Q,  rencontrenl  la  normale  nii  en  deux  points  Sq^ 
et  Qi;  la  parallèle  menée  par  Sg,  a  Uaxe  de  syinétrie  aj,  rencontre 
la  tangente  m  en  un  point  Q'  tel  que  la  droite  Qi  Q'  passe  par  un 
point  fixe  F,  Ce  point  F  est  silué  sur  la  perpendiculaire  élevée  au 
centre  de  courbure  !Mi  sur  la  normale  nii. 

Cas  PARTicuLiERS.  «)  Q  =  A.  La  droite  SAi  passe  par  F. 

b)  Q  EH  S,  La  droile  SiF  est  parallèle  \\  Taxe  de  symétrie  a{. 

c)  Q  =  D.  La  parallèle  menée  par  S(/,  a  Taxe  «i  coupe  m  en 
un  point  D'  tel  que  D'F  est  parallèle  à  la  normale. 

4.  Le  point  S  étant  un  point  quelconque  du  plan  de  la  co- 
nique  I!  on  a 

(Ml  M  Qi  Ri)  7\  (M  P  Q  R)  Ã  (Sm  8^,8^  Sr ) . 

Par  les  points  S,„,  S^=gc,  S^,  S,.  on  mène  des  parallèles  a  la 
droite  </,  elles  déterminent  sur  la  droite  SS,-  la  ponctuelle 
(K  cc  S  S,)  et  on  a 

(MiMQiRi)  Ã  (KooSS,) 

donc  les  droites  Mi  K,  M  cc  =  r,  Qi  S,  M  Mi,  S  S,  sont  tangentes 
à  une  conique,  Ri  étant  le  point  de  contact  de  MMi.  Le  théo- 
rème  de  Brianchon  appliqué  au  pentagone  dont  les  còlés  suc- 
cessifs  sont  Mi  K,  SS,,  SQi,  r,  M  Mi  montre  que 

Si  S   est  un  point  quelconque  du  plan  de  la  c07iique  L,  Q,  R 
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deux  points  arbilrairement  choisis  sur  la  tangente  m,  K  le  point 
(1'intersection  de  la  droile  S  S,.  avec  la  parallele  menée  par  le  point  S^ 
a  la  droiie  (j,  leu  poinls  (r,  SQi)  et  (MK,  Slli)  sont  alignés  su?' 
le  centre  de  courbure  Mi. 

En  particulier  si  le  poiíit  S  est  sur  la  tangente  /m,  Sm=M, 
et  on  a 

Si  S,  Q,  R  sont  trois  points  quelconques  de  la  tangente  m,  les 
points  (S  Qi  r)  et  (SKi,  q)  so?it  aligncs  sur  le  cetitre  de  cour- 
bure Ml. 


5.  Le  point  S  élant  un  point  quelconque  du  plan  de  la  co- 
nique  H,  on  a 

(Ml  M  Qi  Ri)  Ã  (M  P  Q  R)  Ã  (S„.,  S,.  S„  S,, ) . 

Par  les  points  S,»,  =  2«=,  S^j,  =  S,n,  S^,,  S,-,  on  mène  des  paral- 
lèles  a  (ji,  elles  détenninenl  sur  la  droite  SS,j  la  poncluelle 
(oo  K'  S  Sr,)  et  on  a 

(Ml  M  Qi  Ri)  7^  (^  K'  S  S,-,) 

donc  les  droites  Mi  co,  MK'i,  QiS,  MMi,  SSj-,  sont  tangentes  à 
une  conique,  Ri  étant  le  point  de  contact  de  MiMi.  I.e  penla- 
gone  (Ml  cc,  Qi  S,  SS,-,,  MK',  MMi)  donne 

Si  S  est  un  point  quelconque  du  plan  de  la  conique  X!,  Q,  R 
deux  points  arhitrairement  choisis  sur  la  tangente  m,  K.'  le  point 
d'interseclion  de  S  S,-,  avec  la  parallele  menée  par  Sm  a  la  droite  qi , 
H'  Vintersection  de  SQi  avec  la  parallele  meníe  par  le  centre  de 
courbure  Mi  a  la  droite  ri,  les  droites  MH',  MjK',  SRi  sont  con- 
courantes. 

En  particulier :  S  est  le  centre  de  la  conique  H,  Q  =  B,  R  =  A 
on  a  la  propriété 

Si  S,ii  est  la  projection  du  centre  de  la  conique  S  sur  la  tan- 
gente m,  K'  celle  de  S^  sur  Vaxe  ai,  la  droite  M  K'  rencontre 
l'axe  hl  en  un  point  11'  qui  est  la  projectioji  du  centre  de  cour- 
bure Ml  sur  Vaxe  bi. 

6.  On  a 

(Ml  M  Qi  Ri)  -J\  (M  P  Q  R)  Ã  (^«  ^M  7  r) . 

On  coupe  le  faisceau  des  polaires  {inm^qr)  par  ^a^e  de  synié- 
trie  «1  suivant  la  ponctuclle  (ÂA|Q,iRa)-,  on  projette  orthogo- 
nalement  cette  ponctuclle  sur  la  tangente  m  suivant  la  ponctuelle 

(AMQ'aR'a);ona 

(MiMQiRi)7^(AMQ'aR'a) 
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donc  les  droites  Qi  Q'a,  Ri  \\'a, concourent  cn  un  point 

íixe  de  la  droite  A  Mi.  Ainsi 

.SV  Q  est  un  point  quelconque  de  la  tangente  m,  Q^  la  trace 
iVun  axe  de  syvutrie  ai  sur  la  polaire  q,  Q'^  la  projeclion  oillio- 
gonale  de  Q^  sur  m,  la  droite  Qi  Q'a  pa$se  par  U7i  poi?it  fixe  G 
de  la  droite  joignant  le  point  A  au  centre  de  courbure  Mj . 

Cas  PARTicuLiERs.  «)  Q  =  B.  La  parallèle  menée  par  le  point  Bi 
à  la  tangente  m.  passe  par  G, 

b)  Q  =  D.  Le  dianièlre  parallèle  h  la  normale  m\  passe  par  G. 

7.  On  a 

(Ml  M  Qi  Ri)  7\  (M  P  Q  R)  7\  {nn  m  q^  r') 

q\  r'  étant  les  perpendiculaires  abaissées  de  M  sur  les  po- 
laires  q,  r.  On  coupe  le  faisceau  {in\  vi  q'  ?■')  par  Taxe  de  symé- 
trie  rti  suivant  la  poncluelle  (Ai  A  Q'  a  R''a)  que  Ton  projette 
orthogonalement  sur  ni  suivant  la  ponctuelle  (M  A  Q"'a  R"'a)'. 
on  a 

(Ml  M  Qi  Ri)  7\  (M  A  Q'"„  R"'a)  7\  ( A  M  R'"^  Q"',) 

donc  les  droites  A  Mi,  QiR"a,  Ri  Q    a  sont  concourantes. 

Si  Q,  R  sont  deux  points  quelcojiques  de  la  tangente  m,  Q"^,  R'^ 
les  traces  d'un  axe  de  symétrie  ai  sur  les  perpendiculaires  abaissées 
de  M  sur  les  polaires  q  et  r;  Q"'a,  R'"a  les  projections  orthogonales 
de  Q''a,  R"a  ^ur  m;  les  droites  Qi  R"'a,  Ri  Q  "a  ^^  coupent  sur  la 
droite  joignant  le  point  A  au  centre  de  courbure  Mi 

8.  Les  ponctuelles  projeclives 

(MiMQicc)7;(S„,ccSjSrf) 

sont  involutions  si  Sj  =  M,  c'est-a-dire,  si  le  point  S  est  situe  sur 
le  dianiètre  OM,  Par  suite 

Si  S  est  un  point  fixe  arbitraire?nent  choisi  sur  le  diamètre  O  M, 
Q  un  point  quelconque  de  la  tangente  m,  les  points  Qi  et  Sg  sont 
conjugues  dans  une  involulion  fixe.  Le  point  I\I  est  le  point  centrai 
de  cette  iyivolulion ;  le  centre  de  courbure  Mi  et  le  point  S„,  sont 
conjuguís. 

Cas  PAnncoLiER.  S  est  le  centre  de  la  conique  E.  On  a  Tin- 
volution  (Moc,  Al  Bi,  S,»  Mi).  Donc 

MMi.MS,„  =  MAi  .MBi.(i) 


(')  G.  DE  LoNGCHAMPs,  NouvcUcs  Anualcs  de  Mathématiques,  1880,  p.  G9. 


•225 


On  en  conclui  aussi :  La  pei pendiculaire  al/aissre  du  point  S„i  sur 
le  diamelre  O  Mi  renconlie  la  tangente  in  en  un  pomt  dont  la  po- 
laire  esl  paralUle  à  O  íMi. 

9.  La  pi-ojeclivilé 

est  cyclique  si  en  posant  Srf  =  R|  on  a  S,  eee  M.  Donc 

Si  li  esl  un  point  de  la  tangente  m,  S  le  point  d'inte>section 
de  la  polaire  de  ce  point  avec  la  droile  mejiíe  par  \\{  parallélement 
au  diamètre  O  M,  le  point  S„í  esl  V homologue  du  centre  de  cour- 
bure  Ml  dans  la  projectivilí  cyclique  dífinie  par  le  teme  M,  cc,  Ki. 

10.  La  pr(íjeclivilé 

(Ml  M  Qi  cc)  7\  (cc  Sm  Sg,  S(/,) 

est  involutive  si  Sjj^Mi-,  donc  S  doit  être  choisi  sur  la  per- 
pendiculaire  abaissée  de  Mi  sur  le  diamètre  OM.  Par  suite 

Si  S  est  un  poÍ7it  fixe  de  la  perpendiculaire  vienie  par  le  centre 
de  courbure  Mi  au  diamètre  O  M,  Q  un  point  mobile  sur  la  tan- 
gente m,  les  couples  (Qi,  Sg,)  sont  en  involution.  Le  centre  de 
courbure  Mi  est  le  point  central  de  cette  involution ;  M  et  S,„  sont 
deux  poinls  conjugues. 

11.  La  projeclivité  precedente  est  cyclique  si  en  posant 
Srf,  =  Pii,  on  a  Sr,  =  Ml.  Donc 

Si  K  est  un  point  quelconque  de  la  tangente  m,  S  le  point  d'in- 
tersection  des  perpe?idiculaires  mentes  respeclivement  par  le  centre 
de  courbure  Mi  et  le  point  Ri  a  la  polaire  r  et  au  diamètre  O  M, 
le  point  S„}  est  Vhomologue  de  M  dans  la  projeclivité  cyclique  dé- 
finie  par  le  leme  Mi,   cc,  Rj. 

12.  Le  théorème  de  Desarguf.s  appliqué  a  la  parabole  (P) 
tangente  aux  droites  m  et  m{  respectivenient  aux  points  P  et  Mi 
donne  Tinvolution 

O  (MM,  MiP,  AR). 

13.  Le  diamètre  OX  normal  a  OM  passe  par  le  point  à  Tin- 
fini  X  de  la  parabole  (P).  Le  théorème  de  Desargues  appliqué 
a  la  parabole  (P)  tangente  à  la  droite  m[  et  à  la  droite  de 
Tinfini  respeclivement  aux  points  Mi  et  X  donne  linvolution 

O  (MiX,  Dl  Dl,  AR) 

Dl  élant  le  point  à  linfini  sur  m[. 

VoL.  VI  —  N.°  4  3 
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1.  NoTATiONS.  On  designe  par 

M  un  point  d'une  courbe  A  située  sur  une  quadrique  — , 

m  la  lang-ente  en  IM  à  la  courbe  A, 

s'  la  conjuguée  de  m  relativement  a  S, 

7«i  la  normalc  en  \1  a  la  surface  S, 

(A)  la  nonnalie  ayant  la  courbe  A  coninie  directrice, 

Ml  le  point  central  de  la  génératrice  m^  sur  la  normalie  (A), 

Q  un  point  quelconque  de  la  tangente  7n, 

r.q  le  plan  polaire  de  Q  relativement  à  S, 

q{  la  perpendiculaire  abni-^sée  de  Q  sur  le  plan  Xg, 

Qi  le  point  d'appui  sur  la  norniale  ?«i,  de  la  plus  courte  dis- 

tance  des  droites  wi  et  q\, 
s  une  droite  arbitrairement  cboisie  dans  Tespace,  parallèle  à  s', 
Sq  la  trace  de  mi  sur  le  plan  mené  par  cette  droite  s,  parallèle- 

ment  au  plan  r^, 
Sq^  la  trace  de  wi  sur  le  plan  mené  par  s  perpendiculairement 

au  plan  r.g-, 
A,  B,  C  les  traces  de  ?«  sur  les  plans  de  symétrie  de  S, 
D  le  point  à  Tinfini  de  m, 
P  le  pòle  du  plan  7nis'. 

2.  Q,  R,  S  ('ta7it  Irois  poinls  quelconques  de  la  tangente  m  au 
point  M  (le  la  quadrique  H,  s  la  parallèle  mence  par  S  a  la  tan- 
gente s'  conjuguée  de  m,  IMi  le  point  central  de  la  giniratrice  nii 
sur  la  normalie  (A)  on  a 


S  M  .  Q  R 


Les  droites  [qs.  ?'i  .^i p{)  correspondam  aux  points  de 

la  poncluelle  (Q  R  S P)   sont  des  génératrices  de  mème 

système  dun  paiaboloide  byperbolique ;  le  plan  directeur  cor- 
respondant  est  normal  à  la  droite  s' ,  Ce  système  est  coupé 
par  le  plan  m\s^  passant  par  un  de  ses  rayons,  (le  rayon  m\) 

suivant  la  ponctuelle  (Qà  Râ  Sa Pâ).   Soit  Mi  le  point  de 

celte  poncluelle  situe  sur  m^.  La  parallèle  menée  par  le  point  Q-2 
à  la  droite  5'  est  la  plus  courte  distance  des  droiíes  m^  et  qi\ 
elle  rencontre  m\  au  point  Qi.  Si  le  point  Q  tend  vers  M  le 
point  Qi   tend  vers  IMi.   Ce  point  Mi   est  donc  le  point  central 

de   la  génératrice  m\    sur  le  système   rcglé  {q\.r\Si p\). 

Le  paraboloide  est  de  laccordement  le  long  de  wi,  avec  la  nor- 
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malie  (A);    donc  Mi   est  aussi  Ic  point  central   relatif  à  ;/?i  sur 
celte  nornialie.  On  a 

(M  PQ  R S )J\  (M,  P,  Q-i  \U  S2 )/\ (Ml  M  Qi  U,  S, ) 

(MPQUS )7^{Zm-i,-,jZrZs ) 

(~m  '!'-])  ~q~r  ~s )  /\  (Sm,  Sp^  Sq^  S/-,  S^, )  . 

Or 

Ss,  =  Sii,  ,   S^j,  =  IM  ,   Sj,i,  =  cc 

on  a  donc  Ics  poncluelles  projeclives 

(M  Ml  Qi  Pvi  S, )  A  (^I  ^  S,;,  S,,  S, : 

donl  les  élénienls  doiibles  sonl  M  et  Si  par  suite 

(MSiQiSç,)  =  (MSiMioc) 


on  en  déduit 


MMi  =  hç,  ^1  =  Sç,  Si 


Sg.Q.  ''         SQ    • 

Si  Q  =  D  on  a 

MMi  =  S</,Si.(«) 

En    piocédant    comine   au    numero  (2)   du   paragraplie  I   on  a 
aussi 

MMi  =  Sç,S,/,  ^*^ 


MM,    :=S,;,Sr, 


SM 

M  Q  .  M 11 
S  íM  .  Q  R 


3.  A  étant  la  trace  de  m  sur  un  plan  de  svmétrie  de  S, 
«1  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  son  plan  polaire, 
on  designe  par  a  le  plan  mené  par  «1  parallèlemenl  h  la  tan- 
gente s' . 

Par  tout  point  Sç,  de  mi  on  mène  un  plan  parallèle  a  ce 
plan  a;  il  coupe  w  en  un  point  Q',  on  a  si  5  coupe  th 

(MMiQ, )  A  O^I^Q' ) 


(')  C.  Servais,  Sur  les  quadriques  liomofocales  (Mathesis,  vii,  (3),  p.  116). 
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-ces  pouctuelles  sont  perspectives,  donc  la  droite  Qi  Q'  passe 
par  un  poinl  fixe  F.  Ainsi 

St  s  est  une  droite  fixe  parallele  à  la  tangente  s'  et  rencontrant  en  S 
la  tangente  in,  Q  un  point  variable  de  m,  les  plans  parallèles  a  s' 
inenés  pai-  s  et  Q,  nonnalement  au  plan  polaire  de  Q  rencontrent 
la  nonnale  nii  en  deux  point s  Sçj,  Qi ;  le  plan  mené  par  Sq^  pa- 
rallííement  au  plan  a  encontre  la  tangente  in  en  un  point  Q'  fel 
que  la  droite  Qi  Q'  passe  par  un  poi?it  fixe  F.  La  droite  joig?iant 
ce  point  F  au  poÍ7it  central  iMi  est  perpendiculaire  a  la  nonnale  nij. 

Cas  pari igulieks.  a)  Q  =  a.  La  droiíe  S  Ai  passe  par  le  point  F. 

b)  Q  =  S.  La  droite  Si  F  est  parallele  au  plan  a. 

c)  Q  =  D.  Le  plan  mené  par  Sf/,  parallèlement  au  plan  a 
coupe  m  en  un  poinl  D'  itl  que  D'  F  est  parallele  h  la  nor- 
mal e  m{. 

4.  La  droite  s  parallele  à  s'  étant  quelconque  dans  Tespace 


on  a 


(Ml  M  Qi  Ri)  7\  (M  P  Q  R)  Ã  (S,„  S;,  S^  Sr) . 


Par  les  points  S„;,  S^=  oc,  S^,  S,  on  mène  des  plans  paral- 
lèles au  plan  t:^-,  ils  délerniinent  dans  le  plan  sS,  le  faisceau  de 
rayons  parallèles,  k,  cc  ,  5,  s,-  et  on  a 

(Ml  M  Qi  Ri)  7\  {ices  Sr) 

donc  les  plans  Mi /(•,  Mco=7r,,  Qi  5,  Rís,i  ss^  sont  langenls  a 
un  cylindre-,  Ri  étant  un  point  de  contact  du  plan  Ri  5,..  On  en 
déduit 

Si  s  est  une  droite  quelconque  de  iespace,  parallele  a  la  tan- 
gente s',  Q  et  R  deux  points  arbitrairement  choisis  sur  la  tan- 
gente m,  k  Vintersection  du  plan  s  S,.  avec  le  plan  mené  par  S,n 
parallèlement  au  plan  Tiq,  les  droites  (z^,  s  Qi)  (M  k,  s  Ri)  sont  dans 
un  plan  passant  par  le  point  cejitral  Mi  de  la  génératrice  nii  sur 
ta  normalie  (A). 

En  particulier  si  la  droite  s  renconlre  la  tang^ente  m,  S„,  =  M 
et  on  a  la  propriété 

Si  s  est  une  droite  paralUle  a  la  tangente  s'  et  rencontrant  la 
tangente  m ;  Q  ^^  R  deux  points  arbitrairement  choisis  sur  m ;  les 
droites  (s  Q;,  tt,),  (s  Rj,  tt^)  sont  dans  un  plan  passant  par  le  point 
central  Mi. 

5.  La  droite  s  parallele  à  s'  étant  quelconque  dans  Tespace 
on  a 

(Ml  M  Qi  Ri)  A  (^I  l*  Q  R)  Ã  (S%  S^,  Sg,  Rrj) 
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Par  les  points  Sj,,,  =  oo,  S^),  =  S„j,  S^,,  S,-,  oii  mène  des  plans 
parallèles  à  s  et  à  (j\,  ils  détcnnitienl  daiis  le  plan  sSr^  le  fais- 
ceaii  de  rayons  parallèles,  ac,  /c' ,  s,  Sr^  et  on  a 

(MiMQiU,)Ã  (^^'^^i) 

donc  les  plans  M|  cc,  Qj  .?,  M/c',  l{^Sr^,  ssr  sont  tangenls  à  un 
cyliudre,  Hi  élant  un  point  de  contatl  du  plan  RiÇ/j:  on  en 
déduit 

Si  s  est  une  droite  quelconque  de  l^espace  parallèle  à  la  tan- 
gente s',  Q  ^/  R  deux  points  arbilrairement  choisis  sur  ia  tan- 
gente m,  k'  /'intersection  du  plan  sSr,  civec  le  plan  mené  par  S„( 
parallèlemenl  à  s  et  à  q{ ;  h'  V intersection  du  plan  s  Qi  avec  le 
plan  mené  par  le  poi?it  central  Mi  paralltlement  à  s  et  à  ri;  les 
plans  Mh',  Mi  k',  s  Ui  appartiennent  a  un  méme  faisceau. 

6.  On  a 

(Ml  M  Q,  Ri^  A  (M  P  Q  R)  Ã  (^m  r.p  z,  tt,)  . 

On  coupe  le  faisceau  des  plans  polaires  (TZ^TipT^T.,.),  suivant  la 
poncluelle  (MaPaQaRa)  par  Taxe  de  syniétrie  a  de  la  qua- 
drique  II.  On  projetle  cette  ponctuelle  sur  la  tangente  m,  paral- 
lèlement  au  plan  normal  nus'  suivant  la  ponctuelle  (M'gMaQ'aR'a) 
on  a 

(M,MQiRi)7\  (M'„MQ'aR'„) 

donc  les  droites  Qi  Q',(,  Ri  R'^, concourent  en  un  point 

fixe  de  la  droite  Mi  M'^.  Ainsi 

Si  Q  est  un  poijit  quelconque  de  la  tangente  ni,  Qi,  la  trace 
d'un  axe  de  symétrie  a  de  I!  sur  le  plan  r.^.  Q'a  la  projection  de 
Qa  sur  ni,  faite  paralUlement  au  plan  normal  nii  s',  la  droite  Qi  Q'„ 
passe  par  un  point  fixe  G.  Le  plan  tangent  en  M  coupe  taxe  a  au 
point  Mu.  Si  M'a  est  la  projection  de  IM„  sur  m,  faite  parallèlemenl 
au  plan  mi  s',  la  droite  lM'(i  G  passe  par  le  point  central  Mi. 

(]as  PARTicLiiEus.  «)  Q  =  A,  OU  suppose  A  dans  le  plan  de 
symétrie  normal  à  Taxe  a\  Qa  =  cc,  Q'a=Go,  et  la  parallèle 
menée  par  le  point  Ai  à   la   tangente  m  passe  par  le  point  G. 

b)  Q  =  D.  Le  plan  diametral  de  S  parallèle  au  plan  mis' 
passe  par  G. 

7.  On  a 

(Ml  MQ.Ri)  Ã  (M  PQR)  7\  (^', ^', t:', tt',) 

T.'h  désignant  le  plan   mené  par  *'  perpendicu!aii'ement  au   plan 
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polaire  de  Q.  On  coupe  le  faisceau  (%\,i  t' p  %' g  rJ y)  par  Taxe  de 
symélrie  a  suivanl  la  poncluelle  {M''a,  P''a^  Q''a>  R''a);  »»  pi'o- 
jette  celle  poncluelle  sur  la  langenle  ?h  parallèleinent  au  })lan 
mis'  suivaiu  la  poncluelle  (1M"'„,  P'"^,  Q'"^,  R'"a).  Ea  reniar- 
quant  que  M"'a  =  M,  V"'a  =  M.'a  on  a 

(M,  M  Ql  Ri)   7\   (M  M'a  Q"'a  R'"a)  A   (^í'a  M  R'"^  Q'"a) 

donc  les  droiles  M|M'a,  Qi  R"'a,  Ri  Q'"a  sont  concouranles. 

Si  Q  ^/  R  sont  deux  points  arbitrairement  choisis  sur  la  tan- 
genle  m,  Q''a,  R"a  les  traces  cVun  axe  de  symílrie  a  sur  les  plans 
menés  par  s'  normalement  aux  plins  polaires  de  Q  et  R;  Q'"a  R"'a 
les  projections  de  Q"a  el  Yv' a  sur  m,  failes  paraUèlement  au  plan 
mis';  les  droites  Qi  R"'a  ^t  Ri  Q"'a  se  coupent  sur  la  droile  joi- 
gnant  le  point  M'a  au  point  central  Mi. 

8.  Les  ponctuelles  projectives 

(Ml  M  Ql  Gc)  7\  (S,„  GO  Sj  Srf) 

sont  involulives  si  Srf  =  M  c'est  à  dire  si  la  droile  s  renconlre 
le  diamèlre  O  M  de  la  quadrique  S.  Par  suile 

Si  s  est  une  droile  fixe  arbitrairement  choisie,  parallèle  a  la  tan- 
gente s'  et  coupant  le  diamhe  OM  de  la  quadriqtie  Y.\  Q  un  point 
quelconque  de  la  tangente  m,  les  points  Qi  et  ^^  sont  conjtigués 
dans  une  involution  fixe.  Le  point  M  est  le  point  central  de  cette 
involution  ;  le  point  central  Mi  de  la  génératrice  mi  et  de  le  point  S„í 
sont  deux  points  conjugues. 

Cas  PAUTicuLiER.  La  droile  s  passe  par  le  centre  O  de  la  qua- 
drique 2.  Les  plans  diainélraux  conjugues  aux  dianiètres  OA, 
OR,  OC  rencontrenl  la  normale  in[  aux  points  A',  R',  C  on  a 
rinvolulion 

(A,  A',   RiR',    CiC,  M^D,    MiS„0. 

9.  1-a  projeclivité 

(M,MQa.)7y;  (S,,^S,Srf) 

est  cvclique  si  en  posant  Srf=R|,  on  a  S,  =  M.  Donc 

Si  R  est  un  point  quelconque  de  la  tangente  ni,  s  l  intersection 
du  plan  polaire  de  ce  point  avec  le  plan  inenè  par  R|  paraUèlement 
au  plan  diametral  conjugue  de  ni,  le  point  S„,  est  r homologue  du 
point  central  Mi  dans  la  projeclivité  cy dique  définie  par  le  terne 
M,    00,  Ri. 
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10.  La  projeclivilc 

(MiMQioo)  7\  (x  S,„  S,;,  S,/,) 

est  involutive  si  S(/,  =  IMi :  clone  5  doit  renconlrer  \a  perpendi- 
culaire  abaisséc  de  Mi  sur  le  plan  diametral  conjugue  de  ?/^. 
Par  suite 

Si  s  est  une  droite  fixe  arbitrairement  choisie,  parallèle  a  la  tan- 
gente s'  et  coupant  la  perpemliculave  menée  par  le  point  central  ^l^ 
au  plan  diametral  coiijugué  de  ni,  Q  un  point  mobile  sur  m,  les 
couples  (S^,,  Qt)  sont  en  involution,  Le  point  central  M|  de  la  gé- 
nératrice  nii  est  le  point  central  de  celte  involution,  M  et  S„i  sont 
deux  points  conjugues. 

11.  La  projeclivité  precedente  est  cyolique,  si  en  posant 
Srfj  =  Ri  on  a  S,,  =  M|.  Donc 

Si  R  est  un  point  quelconque  de  la  tangente  ni,  s  Uintersection 
des  plans  vienés  par  les  points  Mi  et  Ri,  perpendiculaires  respecti- 
vement  au  plan  polaire  de  R  et  au  plan  diametral  conjugue  de  m; 
le  point  S„(  est  l  homologue  de  M  dans  la  projeclivité  cyclique  dé- 
finie  par  le  teme  Mi,   cc,  Rj. 

12.  Soit  Pá  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  P  sur 
la  tangente  s' \   les  plans  de  symétrie  a,   [5  de  la  quadrique  S 

sont  tangents  au  paraboloide  hyperbolique  {qiViSi )  (2) 

circonscrit  au  quadrilatère  gaucbe  M  Mi  P-^  P;  donc  les  plans  ot,  p 
sont  conjugues  dans  Tinvolution  a^  (MP2,  Mi  P).  Ainsi 

Les  plans  de  symétrie  a,  [5  de  la  quadrique  S,  et  les  plans  pro- 
jetarit  de  Vaxe  de  symétrie  a,3,  le  point  M  et  la  projection  P2  du 
point  P  sur  la  tangente  s'  définissent  une  involution,  dans  laquelle 
le  plan  passant  par  le  point  P  a  pour  conjugue  le  plan  contenant 
le  point  central  Mi. 

On  niène  par  le  centre  O  de  la  quadrique  S  la  droite  s  pa- 
rallèle à  la  tangente  s' .  Cette  droite  s  est  Taxe  d'une  involution 
de  plans  dianiétraux  conjugues;  le  couple  rectangulaire  de 
cette  involution  lencontre  la  tangente  m  aux  points  E  et  F.  La 
droite  s  étant  le  diamètre  conjugue  du  plan  dianiétial  O//?,  les 
diamètres  OE  et  OF  sont  respectivenient  conjugues  aux  plans 
5F  et  5E,  par  suite  le  plan  íE  est  le  plan  mené  par  E  paral- 
lèment  "a  la  tangente  s'  et  nornialement  au  plan  polaire  de  E; 
donc  les  plans  sE  et  sF  coupent  la  norniale  ?«i  aux  points  Ei  et  Fi 
(1,  II).  On  a 

(M  P  E  F)  7\  (Ml  M  El  Fi) 

(M  P  E  F)  ;;^  5  (M  P  E  F)  7\  (M  P"  El  Fi) 
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P"  étant  la  trace  de  la  normale  wi  sur  le  piau  sP,  donc 

(i\JP"E,  Fi)  7\  (M.MEiFi) 

et  les  couples  MM,  Mi  P",  Ei  Fi  sont  en  involution,  Ainsi 

Soit  s  le  diamclre  conjugue  clu  plan  dinmélral  Om;  hs  plans 
conjugues  normaux  passant  par  s  el  le  plan  sP  dtterminenl  sur 
Ia  normale  mj  les  points  Ei,  Fj,  P".  Dans  l'ini'olu/ion  (MM,  EiFi) 
le  point  P'  est  le  conjugue  du  poml  central  Mi  relalif  a  la  géné- 
ratrice  nii  de  la  normalie  (A). 

Remarque,  Les  plans  sE  et  sF  sont  conjugues  dons  Tinvolu- 
tion  s  (MP-2  Ml  P);  car  ils  sont  tangents  au  paraboloide  (^'irisi...) 

13.  Le  diamètre  normal  au  plan  diametral  Os'  passe  par  le 
point  de  conlact  X  du  plan  de  Tinfini  et  du  paraboloide  hyper- 
bolique  (</i  ri  si .  .  .  .)  {Malhesis,  1907,  p.  117).  Si  Ton  designe 
par  Y  et  Z  les  points  à  Tinfini  de  M  Mi  et  Mi  Pa,  le  paraboloide 
(í^i  ri  51 .  .  .  .)  est  circonscrit  au  quadrilátero  gaúche  MjYXZ; 
donc: 

Les  plans  de  symétrie  a,  [B  sont  conjugues  dans  l involution 
a,3(MiX,YZ). 

Les  plans  sE,  sF  sont  conjugues  dans  l'involution  s(MiX,  YZ). 


SUR  LES  ÉQUATIONS  A  RACINES  RÉELLES 


PAU 


M.'-'-'  V.  Gradara 

à  Rome 


II  est  bien  connu  que,  si  l'équalion 

(1)  f{x)^Q 

a  loutes  ses  racines  réelles  (simples  ou  miiltiples),  Téqualion 

(2)  X/-H-/'(a.)  =  0, 

dans  laquelle  X  est  un  paraniètre  réel,  jouit  de  la  même  pro- 
priété  (*).  Nous  allons  en  donner  ci-dessous  une  démonstration, 
qui  nous  parait  plus  simple  que  les  aulres,  sans  être  nioins 
precise. 

En  eíFet,  si  aj,  «o,  •••,«„  sont  les  racines  de  Téquation  donnée, 
on  a 

/  (a;)  =  (oj  —  ai)  (a?  —  a^)  ...  {x  —  a„)  , 

et  par  conséquent 

(3)    4M.,^  +  _^  +  ...+  _J_.S     1 


f{x)  x  —  ai         03  — «2        '     '        X  —  a-n         ,^_i£C  — «v* 

Supposons  que  Tune  des  racines  de  (2)  soit  complexe,  et  dé- 


(•)  y.  p.  ex.  Cesaro,  Analisi  algébrica,  p.  400.  De  cette  proprÍL-té  on  dé- 
duit  três  aisément  des  propriétés  plus  générales  bien  importantes. 
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slgnons-la  par /j -[- /Vy;  eii  la  placanl  au   licu  de  x  dans  Téqua- 
tion  (3),  oii  a 

f{p  -\r  iq)        v=i  P  +  '^9-  «V  ■ 
Mais,  puisque  />  +  ?</  cst  une  raeine  de  i'équalion  (2),  on  aura 

(4)  l      fiP^iq)_i  1 

On  aura  de  mème  pour  la  racine  conjuguée  p  —  ig 

"  1 

(5)  X=  S 


v=i  p-uj-a^, 
Retranchant  Téqualion  (5)  de  Téquation  (4),  on  obtient 

1  1 

c'est-h-dire 


n  1 


bien 


0=  S 


1 


=1  {p-a,f  +  q''' 


ce  qui  est  absurde,   cai*  lous  les  lernics  de  la  somnie  sont  po- 
silifs. 

Couinie  on  le  voit,  rhypolhèse  que  nous  avions  íaile  conduit 
a  un  resultai  absurde;  par  conséqueiit  Téqualion  (2)  ne  saurait 
p;is  adnietlre  des  lacines  complexes. 


ESSAI  DUNE  THÉORIE  ANALYTIQUE 
DES  LIGNES  NON  EUCLIDIENNES 


PAR 


Geminiano  Pironuini 

à  Rome 


(Suite) 
CHAPITRE  III 

§  32 

Généralitts.  —  A  chaque  point  d'une  ligne  ganche  iion-eucli- 
dienne,  conforniément  à  ce  que  Ton  fait  dans  Tespace  ordi- 
naire,  on  peut  considerei- :  Les  trois  direclions  principales  (tan- 
gente, normale  principale,  binormale),  \e,?>  Irois  plans  piincipaux 
(plan  osculateiir,  normal,  rectifiant),  les  lroí>í  dtveloppabhs  ane- 
xées  a  la  courhe  (développable  osculatrice,  polaire,  reclifiante), 
les  droites  rectifiantes  (génératrices  de  la  développable  recli- 
fiante), le  cercle  osculaleur,  la  sphhe  osculatrice,  le  centre  de  cour- 
bure,  le  centre  de  la  sphère  osculatrice. 

Ces  éléments  géomélriques  dune  ligne  non-eiiclidienne  ont 
des  définitions,  des  propriétés  et  des  relations  niutuelles  comme 
dans  Tespace  ordinaire. 

§33 

Jrc  Hnnentaire. —  Ps.{^,r^/Q  et  B  (^-f  a'^.  "^í  +  ^''"'i'  ^  +  ^''^)  <^tant 
deux  points  conséculirs  d'une  ligne  L,  Tare  élénientaire  AB=í/5 
peut  ètre  calcule  ;i  Taide  des  formules  (Í6),  (IG'j  du  §  6,  quand 
on  V  remplace  sin  [ds)  par  ds,  ce  qui  revient  à  négliger  des  in- 
finiment  petits  d'ordre  supérieur. 

En  rappelant  en  outre  la  remarque  que  Ton  vicnt  de  faire  au 
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§  23  (I'^''^  Parlie),  on  trouve  les  formules 

( 1 ')       , !_J 

valant  respectivement  pour  les  lignes  riemanniennes  et  lobats- 
chewskiennes. 

Coordonnies  gíographJques.  —  Si  (w,  v,  w)  sont  les  coordon- 
nées  géographiques  d'un  point  quelconque  de  la  ligne  L,  et 
(Isq  =  AqBq  est  la  projection  orlhogonale  de  ds  sur  le  plan  coor- 
donné  z^O,  on  a  la  relation  (§  23 — I) 

í/íQ-  ^  cos^  V  .  dvr  -f  dv^  . 

D'ailleurs  du  quadrilatère  hyperconiqiie  infininient  petit  ABAqB^,, 
que  Tont  peut  considérer  comme  une  figure  plane,  on  déi-ive 
Tautre  relation 

d.s^  =  ÃB^  =  cos2  w  .  dsQ^  +  dtv^- . 

Si  donc  on  elimine  d'ioi  ds^,  en  faisant  en  outre  un  calcul  ana- 
logue  dans  Tespace  lobatschewskien,  on  trouve  les  autres  for- 
mules 


(2)  ds  =  ^/cos^  V  cos^  w  .  du^  -f  cos^  w  .  dv^  +  dvo^ 


(2')  í/5  =  \J  ch«'  V  ch^  w  .  í/w2  +  ch2  w  .  dv^  +  dw^  . 

Coordonnées  polaires.  —  Si  dans  les  équations  (1),  (1')  on 
remplace  ^,  yj,  'C,  par  leurs  expressions  (1),  (1)  du  §  2,  on 
trouve  après  quelques  calculs 


(3)  ds  =  i/í/Râ  +  sin2  R  .  {dO^  -f-  sin^  Ô  .  í/w^) 


(3')  ds  =^   s/dW^  +  Sh2  R  .  {db^  -[-  sin2  d  .  í/(o2)  . 
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Remar(jue.  —  \\mr  ^  =  0,  iv  =  (),  6=--^   les  (Ij,  (2),    (3)    re- 
viennent  aux  formules  correspondantes  du  plan. 


§34 

Aire  d'vne  surface  courhe.  —  Pour  évaluer  Taire  d'une  surface 
courbe,  on  la  partage  d'ordinaire  eii  w\\  noinbre  tellenient 
grand  de  parties,  que  chacuue  de  celles-ci  puisse  ètre  regardée, 
a  cause  de  sa  petitesse,  comnie  une  surface  euclidienne. 

En  adoptant  les  coordonnées  géographiques  (w,  v),  on  sait 
(§  26  — ^  I)  que  l'aire  éléinenlaire  plane  comprise  entre  Taxe  Oa?, 
deux  ordonnées  consécutives  i»,  v  +  dv  et  Tare  infiniment  petit  ds 
d'une  ligne  plane  quelconque,  a  pour  valeur  sin  v  .  du,  La  diífé- 
rentielle 

cos  V  .  dvdu 

de  celte  formule  exprime  évidemment  Taire  d^  du  quadrilatère 
infiniment  petit  compris  entre  les  ordonnées  v,  v -\- dv  corres- 
pondant  aux  valeurs  u,  u  -{-du  de  la  première  coordonnée  géo- 
graphique  u,  et  les  hypercycles  d'axe  Ox  et  d'liauteurs  v  et 
V  4-  dv. 

II  s'ensuit  que  Taire  plane  finie  S  pcut  ètre  calculée  a  l'aide 


de  rintégrale  double 


-I  =J'j\'os  V  .  dvdu  , 


étendue  entre  des  limites  convenables. 

S'il  s'agit  maintenant  de  Taire  S  dune  surface  courbe  quel- 
conque, on  partage  d'abord  le  plan  xy  en  une  infinité  de  qua- 
drilatères  infiniment  petits  r/S,  et  tout  le  long  des  ligues  de 
division  on  élève  les  ordonnées  perpendiculaires  au  plan,  en 
les  prolongeant  jusqu'a  leur  renconlre  avec  la  surface  courbe, 
Celle-ci  reste  ainsi  parlagée  en  une  infinité  de  quadrilatères  cur- 
vilignes  infiniment  pelits,  que  lon  peut  regarder  décrits  sur 
des  hyperspbères  ayant  pour  base  commune  le  plan  033/  et  pour 
bauteur  la  troisième  coordonnée  géogi'apbique  tv  des  points  de 
la  surface.  Si  donc  Tespace  est  riemannien,  on  a  (§  14): 

í/S  =  cos-  tv  .  f/H  =  cos^  w  cos  V  .  dv  du  , 

d'oCi  il  suit  par  intégration 

(4)  S  =  ff  cos^  w  cos  V  .  dvdu . 
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En  inlroduisant  ici  les  coordonnées  ^,  T^,  'C  a  Taide  des  rela- 
tions  du  §  3,  on  obtient  Tautre  expression 


(5) 


'^n^ 


(I+^)V/Er/-/i-^ri../E2 


Ccs  foiínules  et  les  aulres 

(4') 


S  =  ff  eh-  w  chv  .  dvdu 


de  Tespace  lobatschewskien,  quand  les  intégrales  doubles  soient 
étendues  entre  des  limites  convenables,  servent  a  évaluer  Taire 
d'une  surface  non-euclidienne  quelconque. 

§35 

Aire  (Tune  tranche  de  canal.  —  Le  quadrilatère  infininient  petit 
ABA'B'    compris   entre    deux    hyper- 
S'  cyclesgénérateurs  consécutifs  {g^  g') 

,n  et  deux  sections  droites  consécutives 

B'  _  (^1  w).  peut  ètre  regardé  comme  un 

rectangle  euclidien;  de  sorte  que 

(6)     Aire  ABA'B'  =  dS  =  AA' .  AB 

Or  si  la  section  droite  du  canal  est 
définie  par  Téquation 


Fig.  9 


0) 


p==X(a)  =  /(co), 


en  coordonnées  radiales  (o,  a)  ou  polaires  (o,  co),  on  a 


A  A'  =:  do  =  [/["^  (co)  +  sin-^  /'(co) .  doi . 
D'ailleurs  (§  2í  —  Ij 

AB  =  cos  \  (o) .  dz  =  cos  /'(to) .  dz  , 
de  sorte  que  Tccpiation  (6),  apiès  une  intégration,  donne 


(8)     S  =  x/cos  K  (c?)  .da  =  zf[/  j  "^  (co)  +  si"''  /'(«)  •  ^'^s  /'(co)  í/ío  . 
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Cette  formule  et  rautre  analogue 


(8')     S  =  zfcU  \  (o)  .  r/a  =  zf[/f''^  (co)  +  sh^  f{oy)  .  eh  f{o))  dm 

de   Tespace   lobatschewskien   (qiiand   on   títende   les   intégrales 

doubles  entre  des  limites  convenables)  donnent  Taiie  eherchée. 

Dans  le  cas  particiilier  du  canal  circulaire  de  lavon  r,  on  a 

p  =  /'(co)  =  r, 

et  les  équalions  (8),  (8')  (les  intégrales   ci  dessas  devant    étre 
limilées  entre  O  et  2^:)  donnent 

(9)  S  =  2-2  .  sin  }■  cos  r  (dans  Tespace  r.) 

(9')  S  =  2t.í  .  sh  r  sh  ;  (dans  l'espace  1.). 

Or  si  Ton  remarque  que 

.     ^  I27:.sinr  Iji.cos/- 

Pénmètre  base  =  {  Hypercycle-générateur  =  \ 


'2% .  sh  ;• 


'z  .  cn  r  , 


on  a  dans  tout  cas 


S  =-.  Périmètre  base  x  Hypercycle-générateur  , 
conformément  à  ce  quil  a  lieu  dans  le  cylindre  ordinaire. 

§36 

Aire  cVune  surface  de  révolulion.  —  Soient  OM  =  w,  AM  =  v  les 
coordonnées  géographiques  d'un  point  quelconque  A  du  méri- 
dien  L,  que  Ton  suppose  trace 
sur  le  plan  xz. 

Si  lon  construit  une  suite  de 
méridiens  infiniment  rapprochés, 
ceux-ci  partagent  la  zòne  élémen- 
taire  r/S  comprise  entre  les  paral- 
lèles  consécutifs  de  rayons  AM  et 
BN,  en  une  infinité  de  rectangles 
ayant  pour  hautuer  commune  Tare 
élémentaire  ds  du  méridien,  et 
pour  bases  les  parties  successives 
dans  lesquelles  est  partagé  le  pa- 


Fig.  10 


rallèle  AM.   Ces  quadrilatères  curvilignes    peuvent  étre   consi- 
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dérés  conime  des    reclangles  euclidiens;    de  soj'le  que  si  Ton 
déíinit  le  méridien  L  par  une  équalioii  de  la  forme  (§  58  —  I) 

(10)  v  =  l{s), 

on  a  pour  Taire  í/S 

í/S  =  2r  sin  V  .  í/s  —  2%  sin  ['k  (s)j .  (/s  , 

d'oíi  il  suit  par  inlégralit)u 

si 

Dans  Tespace  lobatschewskien  on  a  la  formule  analogue 


(lí) 


S 


rv.2  rs^ 

27l  I  sin  V  .  c/s  =  2t.  I  sin  [l.  (s)]  .  ds . 


(110 


s  = 


2;:    shi). 


í/5  =  27:     sh  [>.  (s)]  f/s . 


Telle  est  Texpression  de  1'aiie  de  la  zòne  comprise  entre  les 
parallèles  de  rayons  vi,  vn,  décrils  par  les  poinls  du  njéridien 
correspondant  aux  valeurs  si  et  s^  de  l'arc. 

§  37 

^ire   (fune    tranche    crhypercône   de   rívolulion.  —  Soit    a    une 

droite  du  plan  xz  (méridien  de  la 
Z  surface)    perpendiculaire    en    A    à 

Taxe  Oíc,  et  BC  =  ^»  la  perpendi- 
C| \-Q  culaire   abaissée   dun   point   quel- 

conque  B  du  méridien  sur  Taxe  Oz- 

En  posant 


on    obtient    du    quadiilalère    trire- 
clangle  COAB 


A 


Fig.  11 


(12) 


th  V  =  th  ;• .  eh  z 


On  a  donc  pour  expression  de  larc  élémentaire  ds  du  méri- 
dien : 

dz 


ds=  \/ dv"' ^  clx"- V  .  dz^' = 


Ch/(l-th2;-.ch2  2)' 
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et  pour  valeur  do  Taire  í/S   de  la  zòne   élémentaire   comprise 
entre  deux  parallèles  infiriiiiient  rappi'ochés: 

^      ,         ,       ^     til  /•  eh  z  .  dz 


chr      (^/l_th2r.ch*z)3 

Intégrons  cette  équalioii,  en  coniplant  Taire  S  à  partir  dii 
paralléle  z^O  (secfion  droile  principale)\  on  oblient  alors  pour 
expression  de  Taire  cherchée 

(13)  S^9.  ^''^••'^'L^ 

\/  \-  th2  r  .  ch"^  z 

Et  si  Ton  elimine  r  entre  les  équations  (12),  (13),  on  trouve 
Tautre  formule : 

.  CO  sliz;.sliz 

(14)  S  =  2-:i: .  . 

Les  équations  (13),  (14)  expriment  Taire  d'une  tranche  d'hy- 
percòne  en  fonction  de  Ihauteur  z  et  du  rayon  /•  de  la  section 
droite  principale,  ou  du  rayon  v  de  la  section  droite  terminalc. 

En  désignant  par  p  et  P  les  périmètres  des  scctions  droites 
(principale  et  terminale)  de  riiypercòne,  on  a 

(15)  jo-27:.slw,     P  =  27t .  sh  i' ; 

de  sorte  que  si  Ton  elimine  r,  v,  z  entre  les  équations  (12), 
(14),  (1  5),  on  arrive  h  cet  intéressant  résuUat:  L'oiie  de  la  tranche 
(Ihypercône  s' exprime  en  fonclion  des  pcrimètrex  P,  p  par  la  rela- 
tion 


(16)  S=v/P--p^ 

En  considérant  la  formule  (16),  il  peut  sembler  étrange  z  au 
premier  aboid  que  Taire  S  soit  indépendante  de  Tliauteur  z  de 
riiypercòne.  Mais  une  telle  indépendance  est  tout-à-faite  illu- 
soire,  car  les  périmètres  P,  p  sont  lies  à  1'liauleur  x,  ainsi  que 
le  démontre  la  relation  (12)  entre  les  rayons  r,  v  et  z  ;  de  sorte 
que  S  est  au  fond  une  fonction  de  Ihauteur  z. 

L'équation  (12)  fait  voir  que:  La  condition  nécessaire  et  suffi- 
sanle  pour  que  deux  cercles  de  rayons  r,  v  décrits  sur  des  plans 
perpendiculaires  a  la  droite  joígnant  leurs  centres,  soient  deux  pa- 
rcdlrlcs  d'un  Injpercõne  de  rtvolution,  dont  les  gcnératrices  sont 
perpendiculaires  au  plan  du  premier  cercle,  est  que  la  distance  z  de 
YOL.  YI  —  >í.°  á  4 
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leurs  centres  soit  donnte  par  la  relalion 

\\\v 


(17)  ch«  = 


th 


§38 

Aire  (Vune  tranche  íV oricône  de  révolulion.  —  Nous  faisons  usage 
ici  de  la  figure  du  §  37,  en  y  supposant  cependant  que  la 
droite  a  soit  parallèle  ;i  Taxe  Oz. 

Or  comme  cette  droite  est  définie,  en  coordonnées  geogra- 
phiques  Oc  =  z,  CB  =  i'  par  réquation  (§   12 — I) 

(18)  Ú\v  =  th  r  (eh  z  —  sh  z)  =  —, ■ — = — , 

^     ■^  ^  shz-f-chz 

on  obtient  pour  expression  de  Tare  élémentaire  du  niéridien  a 

(sh  2  +  eh  z)^ 


(is  =  \/dij^  +  ch2  w  .  dz^  =  —- ■ — - — r^ -T^—  .  dz  , 

(sh  z -|- eh  z)-  —  th-^r 

et  pour  expression  de  Taire  de  la  zòne  élémentaiie  de  la  surfaee 

.^       ^      ,          ,       ^      .                  (shz  +  chz)'  , 

í/S  =  27:  sh  v.ds=^2%  th  /  . ^ ■ ^ 3^ .  dz  . 

[(sh2  +  chz)2-th2rP 
D'ici  par  intégration,  en  rappelant  au  surplus  la  relation  (18): 

(19)      S  ^  —  271  — =  *"  ^  ^  +c  =  —  2Tzshv  +  c, 

^     ^  [/{shz  +  chz)^-Úi^r 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

Mais  si  Ton  conipte  Taire  S  à  partir  du  parallèle  z  =  0,  on 
reconnait  des  égalités  (19)  que  Ton  doit  prendre  c  =  27i.shr; 
de  sorte  que  ces  équations  reviennent  aux  autres 


(20)    8-271 


v/(sh  z 


^^' ''  — 1  =  2 ;:  (sh  ;•  -  sh  v) 

3+chz)2-th2rJ 


Ces  deux  formules  donnent  Taire  d'une  tranche  d'oric(jne,  en 
fonction  de  Thauteur  z  et  du  rayon  ;•  (ou  v)  du  parallèle  initial 
(ou  terminal). 

En  introduisant  ici  les  périmètres  (15)  des  parallèles  extremes, 
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la  deuxiònie  formule  (20)  rcvienl  à  Taulrc 

(21)  S=/;-P, 

remarquable  pour  sa  simplicité. 

La  longueur  dii  segmenl  AB  de  la  droite  a  a  pour  expression 

(§24-1) 

AB  =  lo-  (4—)  =  '»^  (^'lí  '■  /í'2^-ih2  7) . 

\  sh  i;  /  ' 


(22) 


Or  comnie  Ton  déiive  d'ici  la  formule 

thr- 


Ú\v  ' 


on  voit  en  premier  lieu  (pie  Tindépendance  de  Téquation  (21) 
de  riiauteur  z  de  la  tranche  esl  illusoii'e. 


§39 

Aire  de  la  sphhe.  —  Comme  le  cercle  riemannien  de  rayon  r 
esl  represente  (en  coordonnées  v,  s)  par  Téquation 

(23)  sin  V  =:  sin  r  .  sin  (  ~- — ) , 

VsHir/ 

on  obtient  par  lapplioation  de  la  relalion  (11): 

(24)  S  =  2-  sin  /•  Isin  (-—)  ds  =  -1r.  sin^  r  [cos  f -^- )  T'. 

Telle  est  Texpression  de  Taire  d'une  zòne  sphérique. 

Pour   avoir   Taire   de    la   denii-sphère,    il    suffit   évidemment 

d'étendre   rintégrale    entre    les    limites  5i  =  O    et   53  =  — .sin?', 

correspondant  aux  valeurs  V{=Q,  v-2^=r  de  la  variable  v.  On 
ari'ive  ainsi  a  ce  résultat:  Vaiie  de  la  sphhe  riemannienne  de 
rayon  r  est  4~sin-/". 

En  suivant  un  procede  analogue,  on  trouve  pour  aire  de  la 
sphère  lobatschewskienne  4T:sh^/. 

Si  l'on  rappelle  les  équalions  (20),  (20')  du  §  28  (I^^e  Partie), 
les  formules  que  Ton  vient  de  trouver   démontrent   ces   deux 
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propriétés :   1 .°  Uaire  d'une  sphhe  quelconqiie ,  eucUdienne  ou  non, 
est  és;ale  a  V aire  du  cercle  de  rayon  double. 

2."  Les  aires  de  deux  splihes  quelconques,  euclidiennes  ou  non, 
soní proporlionnelles  aux  cartes  des  longueurs  de  leurs  grands-cercles. 

§40 

Volume  d'un  solide. — La  coinparaison  direcle  entre  deux  so- 
lides est  possible  seulement  s'ils  apparlieniieiit  à  mènie  espace, 
et  dans  ce  cas  ruiiité  la  plus  convenable  est  peiít-ctre  le  corps 
prisnialique  ou  cyliiKlrique  conipris  enlie  une  figure  plane 
ferniée  ayant  une  unité  d'aire,  et  Thypcrsphère  ayant  pour  hau- 
teur  Tunité  de  longucnr  (unué  nalurelle).  Mais  si  Ton  conçoit 
le  corps  à  mésurer  conime  l'ensenible  d'une  infinité  de  parties 
infininient  petites,  chacune  de  ces  parties  pouvant  ètre  rega)"dée 
comnie  un  corp  euclidien,  a  un  volume  expriniable  en  unités 
cubiques  suivant  le  procede  de  la  géoniétrie  ordinaire.  La  sonime 
de  tons  ces  volumes  euclidiens  infininient  petits  et  en  nombre 
infini  (représentée  naturellement  par  une  intégrale  définie)  ex- 
prime le  volume  du  solide  non-euclidien  considéi'é. 

Pour  plus  de  simplicité  on  appliquera  dans  la  suite  cette 
méthode,  d'autant  plus  qu'une  fois  que  Ton  vouliit  éxprimer  le 
volume  en  unités  naturelles,  il  serait  suíFisant  de  multiplier  le 
volume  calcule  par  un  convenable  factcur  constant. 

Ces  considérations  n'ont  rien  d'étrange,  et  dans  Tespace  or- 
dinaire mème  on  fait  quelque  chose  de  semblable  lorsque,  ne 
pouvant  pas  établir  une  comparaison  directe  entre  un  solide 
limite  par  une  ou  plusieurs  suifaces  courbes  et  le  cube  uni- 
taire,  on  décompose  le  solide  en  un  nombre  tellement  grand 
de  parties,  quon  puisse  les  regarder  comme  des  polyèdres  (or- 
dinairement  des  parailélepipèdes);  et  après  avoir  évalué  le  vo- 
lume de  chacune  de  ces  parties,  on  en  fait  la  somme  (expri- 
mable  naturellement  par  une  intégrale  définie). 

§  41 

Soit  Si  une  hypersphère  d'hauteur  A,  ayant  pour  base  le 
plan  coordonné  a;^=S. 

A  une  aire  unitaire  U  décrite  sur  ce  plan,  correspond  sur 
ri)ypei"sphère  Si  Taire  cos- A  ou  ch^  A,  suivant  la  nature  de 
Tespace  (§  14).  Or,  si  dans  Thypothèse  de  Tespace  riemannien 
on  cojisti"uit  une  autre  bypersphèrc  de  base  S,  infininient  rap- 
prochée  de  l'autre,  on  obtient  une  sorte  de  disque  infininient 
mince  ayant  le  volume  cos^  A  .  í/A, 
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II  s'ensuÍL  (jiie  le  volume  tlu  corps  (pi-ismatique  ou  cvliii- 
drique),  coinpris  entre  l'aire  unilaire  U  du  plan  S,  l'aire  cor- 
respondante  de  riivpersphère  Si  el  rhy[)creòne  avant  pour  se- 
ction  droite  prineipale  le  conlour  de  U,  est  exprime  par  la  for- 
mule 

r       <,  ,      ,,        sin  Aços  A  + A 

/  cos-  A  .  í/A  = . 

•^  2 

Cela  pose,  considérons  le  solide  compris  entre  une  surface 
arbitraire,  le  plan  coordonné  %y,  et  riiypercòne  lieu  des  nor- 
niales  élevées  à  ce  plan  le  loni;  dun  conlour  quelconque.  Si 
Ton  partage  le  plan  xy  e\\  un  infinité  de  parties  élémentaires  (TL, 
et  que  Ton  fasse  usage  des  coordonnées  géographiques  de 
Tespace  («,  v,  iv),  il  resulte  (§  26  —  I) 

(/—  =  cos  V  .  dv  du  . 

Le  prisme  (ou  cylindre)  de  base  í/E  et  limite  par  la  surface 
donnée  a  dono  un  volume  exprimable  par  la  relation 

f/I        1 

í/ V  =  {w  -f-  sin  IV  cos  w)  — --  =  —  {lo  -f  sin  w  cos  lò)  cos  v  .  dv  du  , 

(Voh  il  suit  par  intégration 

(25)  V  =  -^ff  {w  -\-  sin  IV  cos  w)  cos  v  .  dv  du  . 

A  Taide  de  cettc  formule  (en  étendant  Tintégrale  double 
entre  des  limites  convenables)  on  peut  évaluer  le  volume  des 
solides  ricmannicns. 

Dans  Tespace  lobatschewskien  la  foiniule  (25)  est  remplacée 
par  l'autre  analogue 

(25')  V  =  -  ff  {w  Ar  sh  w  dl  iv)  iihv.  dv  du  . 

§42 

Cus  particuliers. —  1."  En  supposant  w  =  constante  = /«,  Tcíjua- 
lion  (25)  revient  à  Tautre 

V  —  —  {in  +  sin  ///  .  cos  ni)  ff  cos  v  .  dv  du . 
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Mais  si  dans  la  courbe  C  du  plan  z  =  0  (base  du  solide)  les 
variables  u,  v  varient  lespectivemeiít  dans  les  inlervalles  de  wi 
à  M2  et  de  Vi  a  V2,  on  a 


ff  cos  V  .  (Iv  (lu  =  1  du  I  cos  i' 

J  i<|     J   1'2 


(Iv  =  (7Í2  —  wi)  (sin  f2  —  sin  ri)  , 


et  conséquemment 


V  =  -^  (m  -f-  sin  í«  cos  ?//)  (W">  —  wi)  (sin  2^2  —  sin  v\)  . 

Tel  est  le  volume  du  cylindre  byperconique  rieniannien  d'hau- 
teur  m,  ayanl  pour  base  inférieure  une  courbe  ferniée  C  du 
plan  3;  =  O  (déíinic  par  une  relalion  connue  entre  u  et  v)  et 
pour  base  supérieure  la  courbe  correspondante  de  Thyper- 
sphère  w  =  m. 

2.*^  Considérons  maintenant  un  hypercòne  rieniannien  arbi- 
traire,  dhauteur  m  (§  14). 

Conime  la  base  supérieure  est  sur  le  plan  x^m,  les  rela- 
tions  (9)  du  §  3  donnent 

\.s:w 


cos w cos  V 

d'ou  il  suit 

tv  —  are  tg  (\g  ?n  .  cos  u  cos  v) . 

On  obtient  dici 

tg  ?n  .  cos  u  cos  V 
sin  w  cos  IV 


1  -f"  tg^  ^^  •  i^t^s-  u  cos'^  Zí 
et  la  formule  (25)  revient  à  Tautre 

cos  r. í/w  r/v. 


^=2 


rr'  l^tn.cosucosv 

//    arcte-(te-/«.coswcosi;)+— 7-^-^ 5 =- 

jj  [         "^^  ^  ^     l+tg^m.cos^wcos^r 


II  ne  reste  ici  qu'à  élendre  Tintégrale  double  entre  des  limites 
convenables,  pour  avoir  le  volume  de  la  trancbe  d'hypercòne. 

§43 
Volume  f/'un  íolide  de  révolution.  —  Soit 

(26)  ío  =  F(Co) 
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Téqualion  du   méridien  de   la   suiTacc  conlcnii  sur  le  plan  xz, 

et  BB'  le   parallèic  suivanL  le(juel 

la  surface  est  coupée  par  une  hy- 

persphcre  diuuílcur  z  ayaiil  pour 

base  le  plan  2  =  0,  Nous  nous  pro- 

posons  en  premier  lieii  de  déler- 

miner  l'aiie  de  la  portion  de  Vhy- 

versphhe  ayant  pour  borne  le  pa- 

rallèle  BB'.  

Remarquons  d'abord  que  Ihy-       -A-' 
persphère  est  coupée  par  le  plan  xz 
suivant  rhypercycle  BMIV  d'équa- 
tion(§H-I)'  y^ 


(27)       Í„2_,g2^,í^,2_,gá^_0 


Fig.  12 


En  éliminant  d'ici  qo  '^  l'aide  de  la  relalion  (26),  on  oblient 
Téquation 

(28)  e;,,^  -ifz.  v^  (s;,»)  -  tg^  ^  =  o , 

que   lon   suppose  de  pouvoir  résoudre  par  rapport  à   2^o,  en 
trouvant  ainsi  une  relation  de  la  forme 


(29) 


e;o  =  x(j:), 


oíi  )i  est  un  synibole  fonctionnel   connu.  —  Cette   équation   et 
Tautre 


(30) 


;o  =  F[X(.)] 


que  1'on  oblient  en  éliminant  £^o  entre  (26)  et  (29),  expriment 
évidemment  les  coordonnées  du  point  B  du  méridien. 

On  a  donc  pour  definir  le  rayon  vecteur  OB  =  R  la  formule 


tg  R  =  V V  +  s;.)' ==  i/^-^M- F'^  (X) . 

Or  si  Ton  abaisse  du  point  B  la  perpendiculaire  BD  sur 
]'axe  Oíc,  le  triangle  rectangle  ODB,  dans  lequel  BD  =  0M  =  2, 
donne  la  relation 

,,n       eosR       t 

cos  OD  -^ = ,  . 

t^os  z       cos  z  /  (  +  X2  +  F^  (X) 

On  a  donc 

Airecercle(0D)  =  2r(l  — cos  0D)  =  27:1  1 

[_        cos 


iz\/\-\-k^-\-Y^(k) 


:] 
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et  conséquemiiient 

I  (*OS  "X.  I 

Aire  livpeisphérique  BMB'  =  2z    cos-z 

Cela  pose,  si  Ton  construit  une  autre  hypersphère  CNC 
d'hauteur  z+í^^i  la  couche  liypersphérique  BB'CC'  peut  èlre 
regardée  conime  un  disque  d'hauteur  dx,  dont  le  volume  est 

(í  V  =  2Tt    cos^  z —     ,  (/z  . 

On  déduit  d'ici  par  inlégration 


(31)      V^r 


z  -\-  sin  z  cos  z 


^  r        cos  z  .dz        n 

J  i/n->;^(z)  +  F^p:(z)]J 


Quant   a  Tespace  lobatschewskien,    si  Ton   suit   un    procede 
tout-h-fait  seniblable,  en  partant  de  Téquation 

(28')  eio"^  -  th2  z  .  F2  (s;,,)  -  th2  z  ^  o 

analogue  a  la  (28),  on  arrive  à  la  formule  finale 

eli  z .  dz 


(31')      V  =  x 


^i 


v/l-'A-(^)-F2[/.(z)] 


sh  z  eh  0  —  z 


nemannien 


On  conclut  que  :  Dans  le  solide  de  révolution 

( lobatschewskien  \ 

axiant  poíir  míridien   In   courhe   ('20),    on   a   la   formule  '   \ 

J         t  \     )  I  /(3l')j 

X(z)  élant  la  fonclio7i  de  z  que  C on  trouve  en  résolvanl  Vtquation 

(28')  i  ^^''  '"PP^''^  ""  ^"• 

Les  íormules  (31),  (31')  étendues  entre  les  limites  2  =  0  et 
z  =  ZQ  donnent  le  volume  de  la  tranche  du  solide  limitée  au 
bas  par  le  planz  =  0  et  en  haut  par  rhypersphère  d'hauteur  zo 
ayant  pour  base  ce  plan. 

Lorsque  le  méridien  de  la  surííice  coupe  Taxe  de  rolation  a 
un  point  P,  les  Íormules  susdiles  (étendues  entre  les  limites 
z  =  O  et  2  =  OP)  donnent  Ic  volume  du  corps  de  révolution  ayant 
pour  méridien  la  ligne  APA'.  Dans  ce  cas  .on  peut  déterminer 
aussi  le  volume  de  la  tranche  du  solide  comprise  entre  deux 
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parallèles  quelconqucs,  cu  le  regardant  commc  la  diflérence  de 
deiix  volumes  calculables  par  nos  formules. 

Si  enílii  le  méridien  est  une  courbe  fermée,  nous  sonnnes  a 
mème  de  calculcr  le  volume  de  lentier  solide.  A  cet  efTet  on 
le  partage  en  deux  ou  plusieurs  parlies  calculables  par  nos  for- 
mules, et  Ton  fait  ensuite  la  somme  des  volumes  calcules. 

§44 

Application  a  la  sphtie.  —  S'il  s'agit  de  la  sphère  rieman- 
nienne  de  rayon  r,  on  a 


et  la  relation  (28)  revient  à  Tautre 

Co     _    tgz 
cos  z       cos  /•  * 

Or  comme  Ton  déduit  d'ici 


et  couséquemment 


-^  cosr 

Téquation  (31)  donne 

(32)  V  =  -(;<;  4"  sn»  z  cos  z  —  2  cos  ?• .  sin  z) . 

Tel  est  le  volume  de  la  partie  de  la  sphère  limitée  au  bas  par 
le  grand  cercle  x\OA'  et  en  haut  par  riiypersphère  B!MB'  d'hau- 
teur  z.  En  faisant  ici  z--^r.  On  a  évidemment  le  volume  de  la 
demi-sphère. 

On  trouve  ainsi  que  le  volume  de  la  sphère  riemannienne  de 
rayon  r  est  donné  par  la  formule 

(33)  V  =  2::  (/•  —  sin /■  cos  r) . 
Dans  le  cas  parliculiers  /■  =  ::,  il  resulte 

Tel  est  le  volume  de  Ceniier  espace  riemnnnien. 
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En  faisant  un  calcul  analogue  dans  Tespace  lobatscliewskien, 
on  arrive  aux  formules 

(32')  V  -  t:  (2  eh  /•  .shz-  sh  zchz  —  z) 

(33')  V  =  27:(shr.clw-/), 

jouant  niénie  role  que  les  aulres  analoj,aies  (32),  (33). 

§  45 

Emploi  cies  coordonnées  géogiaphiques.  —  Les  coordonnées  géo- 
graphiques  donnent  lieu  à  des  formules  préférables  en  bien  de 
cas  aux  formules  (31),  (31'),  à  cause  de  leur  simplicité.  Dans 
la  figure  du  §  43  supposons  que  le  niéridien  de  la  surface  soit 
represente  par  la  relation 

(34)  u  =  Y{v) 

entre  les  coordonnées  géographiques  OD  =  u,  DB  =  v  du  point 
générique  B.  —  Comme  il  resulte  alors 

Aire  cercle  (OD)  =  2^(1—  cos  w)  =  2::  [  1  —  cos  F  (v)] , 

Taire  correspondante  sur  rhypersphère  BMB'  est 

2^  [  1  —  cos  F  (v)]  .  cos^  V . 

Le  volume  de  la  couche  limitée  par  la  surface  de  révolution 
donnée  et  les  dcux  hypersphères  infiniment  rapprochées  BMB', 
CNC  a  donc  pour  expression 

f/ V  =  27:  [  1  —  cos  F  (v)] .  cos-  v  dv . 
La  formule 

(35)  y  =  r.[v  -{-  sin  v  cos  v  —  2^" cos  F  {v)  .  cos^  v dv] 
que  Tou  déduit  d'ici  par  intégralion,  el  Tautre  analogue 
(35')  Y^Tí  [2/ch  F  (i-) .  ch2  vdv  —  shvchv  —  v] 

de  Tespace  lobatschevvskien  jouent  même  role  que  les  formules 

(31),  (31');    mais  elles   ont  sur   celles-ci   Tavantage    d'une  plus 
grande  simplicité. 
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On  peut  faire  ici  toutcs  les  loniarques  ([ue  Ton  vient  de  faire 
à  Ia  fin  du  §  43. 

§  46 

Application  au  cone  de  rolation.  —  Si  l'on  suppose  que  r  soit  le 
rayon  de  la  base  (située  sur  Ic  piau  z=0)  et  a  rhauteur,  le 
méridien  de  la  surface  est  la  droite  AB  du  piau  xz  coupant  les 
segments  OA  =  ;-,  OB  =  «  sur  les  axes  coordonnés.  Si  Tespace 
est  riemannien,  celte  droile  a  pour  équation 

c'est-a-dire   (en   introduisant   les   coordonnées   géographiques   a 
Taide  des  formules  du  §  3  —  I); 


tg  ;■       tg  a  .  cos  u 
On  déduit  d'ici 


^  .  .      sin^  r  .  iff  i;  +  cos  r  l/te-^  a  —  sin^  r  .  te-*  v 
cosw  =  cosF(i')  = ^    ~  ^    ^  " 


et  Téquation  (35)  revient  à  l'autre 


tffa 


V  =  TC    v-\-  sin  V  cos  V 


sin-  r 

sin-'  V 


:ir»2 


c'est-a-dire : 


tga 

+ /  l/lS^  ^  cos-  V  —  sin^  r  sin^  v .  cos  dv    , 

-    Iga    ■'   '    ^  J 


r          .                      sm-r    .   ,, 
V  =  Ti:    i»  -}"  sui  z;  cos  v ; — —  sui-  v 


tffrt 
cosr 


4- sin  V  sJ  l£í"^  a  —  (ts-  a  +  sin^  ?•)  sin^  v 

,        cosr.tga  .     / 1/ tff^^ « +  sin^ /•      .       \ 

-f-  — .  are  sin  I  — ^— .  sin  v  ] 

V/tg2ff  +  sin2/-  \  lg«  / 

Si  Ton  veut  le  volume  de  Tentier  cone,  il  faut  évideniment 
étendre  cette  formule  entre  les  limites  i;  =  O  et  í;  =  a;  mais 
comme  elle  sannulle  pour   i;  =  0,    le    volume   du  cone    se    ré- 
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cos-  /■ 


duit  à 

V  =  ~  I  a  -{-  sin  a  cos  a  .  cos-  /  +  siii  a  cos  rt 

sinrtcosr  .        ,-^^ 1 — .—5 —  1 

j:  —  .  ai'c  sin  ( y  su\^  a  -f-  sin-  ?'  cos'  a)    . 

V/siri^a-|-sin-r  cos-«  J 

Pour  a  =  0  il  resulte  V=0,  ce  qui  était  à  prévoir-,  mais 
comme  il  doit  élre  aussi  V  =  O  pour  ?•  =  O,  on  a  la  condilion 

a  +  sin  a  cos  a  +  sin  a  cos  a  +  a  =  O  . 

Celle-ci,  pour  ètre  vérifiée,  exige  que,  dans  les  ternies  ayant 
le  double  signe,  on  prenne  le  signe  négatif.  Âprès  cela  on  con- 
clui que  c/ans  tespace  riemannien  le  volume  du  cone  circulaire  de 
rayon  r  et  dhauleur  a  est  defini  par  la  formule : 


y^r. 


SHi a  .  cos  r 


—  .  are  sin  ( v^sin*  a  -j-  sin-  /•  cos-  a) 
a  J 


V/sin-  a  -\-  sin^  r  cos^  a 
Dans  lespace  lobatschewskien  on  a  une  formule  analogue. 

§47 

Les  formules  des  §§  43,  45  ne  sont  pas  toujours  suffisantes, 
à  elles  seules,  pour  calculer  le  volume  du  solide  compris  entre 
une  surface  de  révolution  et  deux  parallèles  AA',  BB'.  En  bien 
de  cas  elles  donnent  seulement  le  volume  V  du  solide  compris 
entre  le  parallèle  AA'  et  riiypersphère  BMB';  de  sorte  que,  si 
Ton  designe  par  V"  le  volume  lenfermé  ejitre  rbypersphère 
BMB'  et  la  porlion  du  plan  intérieure  au  cercle  BB',  on  a 

V  =  V  ±  V"  , 

le  signe  +  valant  dans  Tespace  riemannien  et  le  signc  —  dans 
Tespace  lobatschcwskien  (*). 

Le  calcul  de  V"  n'ofrre  aucune  nouvellc  difficulté;  on  peut 
néanmoins  s'en  passer,  ainsi  que  Ton  va  le  démontrer. 


(1)  Cela  est  une  conséquence  de  la  pi'oi)riété  conuue  de  rhypersphère 
(§  10)  de  tourner  la  convexité  ou  la  concavité  au  piau  de  la  base,  suivaut 
que  Tespacc  est  riemanuien  ou  lobatscliewskien. 
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Considérons  (Vabord  le  solide  circonscrit  par  une  siirface  de 
révolution  convcxc  S,  jouissaut  de  ces  deiix  propriélés  : 

l"  que  le  méridicu  L  de  la  surface,  ainsi  que  toules  ses  pa- 

rallèles  Li,  L^,  L3, soient  des  ligues  placées  d'un  seul 

còlé  de  l'axe; 

2"  que  la  limite  de  la  suite  infinie  des  ligues  Li,  L2,  L3, 

soit  Taxe  de  rcttatiou,  ou  uu  point  de  cet  axe. 

Le  volume  du  solide  peut  alors  ètre  calcule  par  une  méthode 
particulièie  remarquable  pour  sa  simplicité.  —  Nous  allous  i'ap- 
pliquer  à  la  sphère  et  au  canal  ciiculaire,  les  surlaces  qui  (de 
ce  point  de  vue)  conslituent  deux  exemples  typiques. 

Sphère.  —  L  étant  une  sphère  de  i-ayon  r,  construisons  deux 
autres  sphères  II',  S"  de  rayons  v,  v-\-(/v  {v<^r)  et  concentri- 
ques  h  H. 

Comme  Taire  de  la  sphère  S'  (dans  Thypothèse  de  1'espace 
riemannien)  est  (§  39)  47rsin^i;,  le  volume  de  la  couche  infini- 
ment  niince  comprise  entre  les  surfaces  H',  S"  a  pour  expres- 
sion 

dW  =  ít  sin^  V  .dv  . 

En  intégrant  cette  équation  entre  les  limites  v  =  0,  v  =  r,  on 
trouve  pour  volume  de  la  sphère  riemannienne 

Y  =  2t {r  —  sin  r  cos  /) , 

conformément  à  ce  que  lon  a  obtenu  au  §  44. 

Dans  ] 'espace  lobatschewskien  on  procede  d' une  façon  ana- 
logue. 

Canal  circulai re.  —  C  étant  une  tranche  de  canal  circulaire  de 
ravon  r  et  d'hauteur  k,  on  construit  deux  autres  canaux  C,  C" 
de  rayon  v,  v-\-dv  (v<;r),  ayant  en  commun  avec  C  Taxe  et 
rhauteur. 

Ces  deux  surfaces  C,  C"  comprennent  une  couche  infini- 
ment  mince,  dont  le  volume  f/V  a  pour  expression 

r/V  =  Suríace  de  C  x  dv  , 

c'est-à-chre,  en  rappelant  les  lésultals  du  §  35 

d\  =  2~k  .  sin  V  cos  v  dv  . 

II  suit  dici  en  intégrant  entre  les  limites  v  =  0,  v  =  r 

(36)  V  =  ::/.■ .  sin- /• . 
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Celte  formule  et  Vautre  analogue 

(36')  \  =  T.k.úx^r 

de  1'espace  lobalschewskien,  donnenl  le  volume  d'une  tranche  de  canal 
circulaire  non-euclidien. 

Les  formules  (36;,  (36')  sont  susceptibles  de  deux  interpréta- 
tions  géométriques  reinarquables. 

P  Puisque 

í  471 .  sin^r 
Aire  cercle  (2r)  =  < 

(4-.sl|2r, 

on  a  lout  de  suite:  Le  volume  d'une  tranche  de  canal  circulaire 
non-euclidien  est  égal  à  ~  du  produil  de  Ihauteur,  par  Vaire  du 

cercle  ayant  le  rayon  double  de  celui  de  la  seclion  droite. 

Cet  énoncé  est  évideinnient  applicable  aussi  au  cylindre  cir- 
culaire euclidien. 

2°  Si  lon  divise  nienibre  à  niembre  les  équalions  (9),  (9') 
par  les  autres  (36),  (36'),  et  que  Ton  resolve  les  équations  re- 
sultantes par  rapport  à  V,  on  a  le  théorènie : 

Le  volume  d'une  tranche  de  canal  circulaire  non-euclidien  est 
égal  au  demi-produit  de  sa  surface  lalérale  par  la  tangente  (cir- 
culaire ou  hyperbolique)  du  rayon. 

(A  suivre.) 
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